! Algoritmica y Lenguajes de Programacion
|

Eficiencia y notacion asintoética (ii)

Eficiencia y notacion asintotica. Analisis de
algoritmos

m En la leccion anterior el concepto de eficiencia
asintotica.

m En ésta se vera cOmo se aplican estos conceptos
a la hora de analizar algoritmos y determinar la
eficiencia de los mismos.

m Presentaremos técnicas béasicas para el analisis
de algoritmos iterativos y recursivos.




Eficiencia y notacion asintotica. Reglas basicas (i)

= Si el tiempo de ejecucion T,(n) es de orden
O(f;(n)) y T,(n) es de orden O(f,(n)) se
cumple:
= T,(C - n) sigue siendo de orden O(f,(n))
= T,(n) + T,(n) es de orden
O(f (n)) + O(fy(n)) =

O(fy(n) + f5(n))= g :
O(max(f,(n), f,(n))), max es la funcion dominante.

= T,(n) - T,(n) es de orden

O(fy(n) - O(fy(n)) = O(fy(n) - ,(n))
= T,(n) / T,(n) es de orden

O(fy(n)) 7/ O(f(n)) = O(fy(n) / f5(n))

Eficiencia y notacion asintotica. Reglas basicas (ii)

= Por ejemplo:
= 0(2456:-n) = O(n)
= O(20n)-0(n) = O(20n?) = O(n?)
s O(n?) + 0(2%n) = O(n?) + O(n) = O(n?>+ n) =
O(max(n?, n)) = O(n?)
= Relaciones de dominacién mas comunes:
= max(n-log,n, log,n)=n-log,n
max(b", c")=bn si b3c
max(n¥, nNM)=nk si k3 m
max(log,n, log,n)=log,n si b*a31
max(n!, b")=n!
max(b", n?)=b" si a30
max(n, log,n)=nsi a1
max (log,n, 1)=log,n si a1 4




Eficiencia y notacion asintotica. Complejidad
instrucciones y estructuras de control (i)

= Asignhacion:
= vari abl e € expresion
= Si la expresién es sencilla, por ejemplo:
= variable € 3.141592
« variable € a +b
= etc.

= Entonces el tiempo de ejecucién seria del orden
O(1); en caso contrario habria determinar el orden

de la expresion, siendo de ese orden la
asignacion.

Eficiencia y notacion asintotica. Complejidad
instrucciones y estructuras de control (ii)

s Estructura secuencial:
sentencia 1
sentencia 2

sentencia s

= El tiempo total de ejecucion seria la suma de los

tiempos de ejecucion de cada sentencia; por
tanto, seria del orden de

O(f, (n)+f,(n)+ ... +fs(n)) o lo que es lo mismo

O(max(f,(n), f,(n), ..., f,(n)), es decir la
dominante de todas las funciones.




Eficiencia y notacion asintotica. Complejidad
instrucciones y estructuras de control (iii)

» Estructura alternativa

si expresi 6n entonces
bl oque de sentenci as

si no
otro bl oque de sentencias

fin si

= La expresion, el primer bloque de sentencias y el
segundo bloque de sentencias tendran unos
tiempos de ejecucion determinados T,(n), T,(n),
T4(n) con unos ordenes O(f,(n)), O(f,(n)) vy
O(f;(n)). El tiempo de ejecucion de la estructura

sera la dominante de dichas funciones.
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Eficiencia y notacion asintotica. Complejidad
instrucciones y estructuras de control (iv)

» Estructura repetitiva:
desde i €a hasta f(n) hacer
bl oque de sentenci as

fin desde

= El bucle anterior se ejecuta un nimero de veces que es
funcién del tamano del problema (n); si el tiempo de
ejecucion del cuerpo del bucle es de orden O(g(n)) entonces
el tiempo de ejecucion del bucle compleo sera del orden
O(f(n)-g(n)).

= Siel bucle fueraunm entras ounrepetir.. hasta,
entonces se deberia tener en cuenta el orden de la
expresion logica, determinar la dominante entre dicha
expresion y el cuerpo del bucle y aplicar la regla anterior.

8




Eficiencia y notacion asintotica. Analisis de
algoritmos iterativos (i)

= Ejemplo 1:
desde i €1 a n
desde j€1 an
escribir i+
fin desde

fin desde

Asintota para el tiempo de ejecucion

140

Tiempo maximo d

0 2 0 4 50

Tamano del problema

El tamafio del problema viene definido en este caso por la
variable n.

Se va a la zona mas interna del bucle (escri bir i+j).

Se trata de una sentencia elemental, por tanto, su tiempo de
ejecucion sera de orden O(1).

El bucle més interno (desde j €1 a n) se ejecuta n vecesy su
cuerpo tiene complejidad O(1), por tanto, este bucle tiene
complejidad O(n-1)=0(n).

El bucle més externo (desde i €1 a n) se ejecuta n veces y
su cuerpo (el bucle anterior) tiene complejidad O(n), por tanto,
este bucle (y el algoritmo) tiene complejidad O(n-n)=0(n?).

¢Qué significa esto? Significa que si la ejecucion de este
algoritmo en un ordenador para un problema de tamafio 10
tardd, por ejemplo, 5 segundos; ese mismo algoritmo resolveria
en ese mismo ordenador un problema de tamafio 20 como
maximo en 20 segundos y uno de tamafio 30 un maximo de 45
segundos.
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Eficiencia y notacion asintotica. Analisis de
algoritmos iterativos (ii)

= Ejemplo 2:
f€1
desde i €1 a n
f&f-i
fin desde

Asintota para el tiempo de ejecucion

El tamafio del problema viene definido en este caso por
la variable n.

Se va a la zona mas interna del bucle (f €<f-i).

Se trata de dos sentencias elementales (producto y
asignacion), por tanto, su tiempo de ejecucion sera de
orden O(1).

El bucle (desde i €1 a n) se ejecuta n vecesy su
cuerpo tiene complejidad O(1), por tanto, este bucle (y
el algoritmo que permite calcular el factorial de n) tiene
complejidad O(n-1)=0(n).

¢Qué significa esto? Significa que si el calculo del
factorial de 10 en un ordenador tard6, por ejemplo, 2
segundos; ese mismo algoritmo calcularia en ese mismo
ordenador el factorial de 20 como maximo en 4

segundos y el de 30 un maximo de 6 segundos.
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Eficiencia y notacion asintotica. Analisis de
algoritmos recursivos (i)

= Para analizar la complejidad de los algoritmos
recursivos se emplean las ecuaciones de
recurrencia.

= Una ecuacion de recurrencia nos permiten indicar el
tiempo de ejecucién para los distintos casos de un
algoritmo recursivo (casos base y recursivo).

= Una vez se dispone de la ecuacion de recurrencia es
posible calcular el orden del tiempo de ejecucion de
diversas formas.

= Nosotros veremos la forma de resolver estas
ecuaciones mediante la técnica de despliegue de
recurrencias.
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Eficiencia y notacion asintotica. Analisis de
algoritmos recursivos (ii)

si n=0 entonces sSupongamos que tenemos el algoritmo recursivo
factorial €1 para calcular el factorial de un nimero.
si no aEl tamafio de los datos vendria dado por la propia

variable n.
aEl caso bésico, n=0, supone que el tiempo de

factorial €n-factorial (n-1)

fin si ejecucion T(n)=1+1 (la evaluacién n=0 tiene un
tiempo de ejecucion constante, simplificamos a 1, y
la asignacion f act ori al €1 también es una
\l 2 n= O operacion unitaria).
T(n) — I, ' =El caso recursivo tiene un tiempo
|

T(n)=1+1+1+1+T(n-1), puesto que hay que tener
- 1 . o

4 + T(n 1)’ n O en cuenta la evaluacion, la expresion

n- 1, el producto, la asignacion y el tiempo que
requiera calcular f actori al (n-1).

mAsi la ecuacion de recurrencia seria de la que
aparece a la izquierda.
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Eficiencia y notacion asintotica. Analisis de
algoritmos recursivos (iii)

La técnica de despliegue de recurrencias consiste, basicamente,
en sustituir las apariciones de T dentro de la ecuacién recursiva
tantas veces como sea necesario hasta encontrar una forma
general que dependa del nimero de invocaciones recursivas, k.
Por ejemplo, en el caso anterior:

T(n)=

4+T(n-1) =

4+ (4+T(n-2) =

4+ 4+ (@4 +T(N-3) =

4k + T(n-k), donde k es el nimero de invocaciones recursivas.

Posteriormente hay que comprobar la forma en que se cumple
para el caso basico:
= n-k=0U n=k, T(n) =4n+T(0) =4n + 2
= Asi, si T(n)=4n+2, la complejidad es del orden O(n).
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Eficiencia y notacion asintotica. Analisis de
algoritmos recursivos (iv)

Un aspecto interesante de este ejemplo en particular es que la
complejidad del algoritmo recursivo para el calculo del factorial
es idéntica a la del algoritmo iterativo pues en ambos casos es
O(n). ¢Quiere esto decir que ambos algoritmos son igual
de eficientes?

No, recordemos que esto es un limite asintotico y prescindiendo
de constantes multiplicativas.

Asi, ambos algoritmos se comportaran de forma similar: si m es
2n, entonces el célculo de m! tardara como méximo el doble
que n!

Sin embargo, es posible que el algoritmo recursivo tarde mas
que el iterativo por cuestiones de la implementacién de la
recursividad en un ordenador, no por cuestiones algoritmicas.
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Eficiencia y notacion asintotica. Resumen

= A la hora de analizar la complejidad de un algoritmo hay que distinguir dos casos:
= Algoritmos iterativos.
= Algoritmos recursivos.
= Una regla “facil” para determinar si una sentencia tiene complejidad unitaria, O(1), es
si es implementada directamente por el compilador.
= En caso de los algoritmos iterativos, la complejidad viene dada en gran medida por
las estructuras de control:
= Estructura secuencial: se busca la dominante de las complejidades de cada elemento
del bloque secuencial.
= Estructura alternativa: se busca la dominante entre la expresion a evaluar y las ramas
alternativas.
= Estructura repetitiva: si un bucle se ejecuta un nimero de veces
tamafio del problema entonces su complejidad sera el producto de la complejidad del
cuerpo del bucle por el nimero de veces que se ejecuta dicho bucle.
= nmentrasyrepetir..hasta: hay que tener en cuenta aspectos de las estructuras
alternativa y repetitiva.
= En el caso de los algoritmos recursivos hay que determinar las ecuaciones de
recurrencia que define el tiempo de ejecucién de dicho algoritmo
para encontrar una expresion en funcién del nimero de llamadas recursivas y, a
partir de la misma, determinar el orden de complejidad.
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