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Definición de flujo óptico.

Proyección en el plano de la imagen del

movimiento tridimensional de los puntos de

los objetos presentes en la imagen.

Refleja los cambios en la imagen debido al

movimiento de los objetos presentes en la

escena.

Escena Imagen

Se usa en los algoritmos forma a partir de

movimiento y en codificación de v́ıdeo.
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Ejemplo.
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Flujo óptico basado en la correlación.

Algoritmo 2D2D:

“BMA”, block matching algorithm.

Maximización de la correlación.

φ(δx, δy, t) = Iw ∗ I =
∫

Iw(ξ, η, t)I(δx+ ξ, δy + η, t+ δt)dξdη

Iw(ξ, η, t) = I(ξ, η, t) ∀(ξ, η) ∈ w

L2, es mı́nima cuando φ es máxima.
L2(δx, δy, t) =
√

∑

(ξ, η, t) ∈ w

∑

(δx + ξ, δy + η, t + δt) ∈ w

(

I(ξ, η, t)−

I(δx + ξ, δy + η, t + δt)

)2

D(δx, δy) distancia L2 entre dos regiones de dos

frames distintos centradas en (x, y) y

(x+ δx, y + δy).

S∗ = (δ∗x, δ
∗
y) minimiza D

u∗ = S∗

∆t
, ∆t es el intervalo de adquisición de

imágenes.
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Frame i

Vecindario en frame i

Frame i+1

Velocidad

Espacio de busqueda
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Algoritmo 1D2D

Sustituye correlación 2D2D por una

correlación 1D de regiones 2D.

La componente de u según el eje x puede ser

calculada mediante un δ∗x que minimice

D(δx, 0), la distancia L2 entre las regiones en

función sólo de x.

Análogamente se podŕıa calcular δ∗y

Se calculan las componentes horizontal y

vertical de u por separado, reduciendo mucho

el espacio de búsqueda necesario.
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Espacio de busqueda vertical

Vecindario en frame i

Velocidad desacoplada en x

Velocidad total

Velocidad desacoplada en y

Vecindario vertical en frame i+1

Vecindario horizontal en frame i+1

Espacio de busqueda horizontal
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Algoritmo 1D1D

En lugar de φ(δx, 0) , sea una proyección

sobre x de φ(δx, δy) , obtenida mediante

alguna forma de promediado en y, es decir

φ ∗ h2 ⇒ φ ∗ h2 = (It ∗ h) ∗ (It+δt ∗ h) , donde

It = I(x, y, t) .

Proyectar la función de correlación es

equivalente a filtrar de forma apropiada las

imágenes antes de efectuar la correlación.

Si se está calculando la componente vertical

del flujo óptico, se realizará un filtrado

horizontal de las imágenes y posteriormente

una correlación de regiones 1D tomadas

verticalmente de las imágenes filtradas.
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Vecindario vertical en frame i

Velocidad desacoplada en x

Velocidad total

Velocidad desacoplada en y

Vecindario vertical en frame i+1

Vecindario horizontal en frame i+1

Espacio de busqueda horizontal
Espacio de busqueda vertical

Vecindario horizontal en frame i
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Errores en emparejamientos usando dos

imágenes

Considérese un par de edgels (EDGe pixEL) e y

f , en las posiciones x = 0 y x = c , moviéndose a

lo con velocidad v en el eje x.

La posición en el siguiente frame de e será e+, en

la que x = v. La posición de f será f+ en

x = c+ v.

Un algoritmo que use dos frames podrá emparejar

e con e+ o con f+. En media x = (v+v+c)
2 = v+ c

2

e e+ f f+

x=0 x=v x=c x=c+v
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Si se usan tres frames, el emparejamiento hacia

atrás de e podŕıa ser e− o f− con un

desplazamiento de x = −(−v) o x = −(c− v)

respectivamente. En media

x = v+v+c+v−(c−v)
4 = v.

e− f−

x=c−v

e+ f+

x=vx=0x=−v x=c+vx=c

e f
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Flujo óptico lineal.

El algoritmo 2D2D o BMA crece en complejidad

con el cuadrado del espacio de búsqueda:

Sea v el tamaño del vecindario, e el del

espacio de búsqueda e.

En cada dimensión (horizontal y vertical) se

podrá desplazar a e− v + 1 posiciones

posibles.

En total se tendrán (e− v + 1)2 evaluaciones

de la distancia L2.

Para cada pixel de las imágenes.

El tamaño del espacio de búsqueda limita la

velocidad máxima medible.

Vmax =
e
2

T
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Normalmente T es cte.

Si T es variable, se pueden tomar e y v/e− v = 2

y reducir el número de evaluaciones de L2 a 9.

Siempre será posible adquirir imágenes a T , 2T ,

3T ,· · ·, sT .

De esta forma el algoritmo 2D2D ya no crece en

complejidad con el espacio de búsqueda sino que

lo hace linealmente respecto al tiempo.

En la figura un pixel se desplaza en un tiempo δt

una distancia (0,−1) ⇒ velocidad=
(

0, −1
δt

)

.

La operación se repite con distintos intervalos de

tiempo y se escoge el mejor matching como

desplazamiento verdadero.

frame i en t frame i+1 en t + δt
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Al tomar el mejor matching en el tiempo, se obvia

el problema del aliasing espacial introducido por

la naturaleza discreta de los sensores CCD.

frame i frame i+1 frame i+2

Aunque los desplazamientos sólo pueden ser

{−1, 0, 1, } como las velocidades se obtienen

dividiendo esos desplazamientos entre el tiempo

de exploración, se pueden obtener velocidades

menores de 1 pixel/frame.
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El problema de la apertura en el dominio

del tiempo

En el dominio temporal ocurre cuando se toma

una ventana temporal demasiado pequeña.

Velocidad de A
(

1
2T
, −1

2T

)

.

Velocidad de B
(

0, 1
2T

)

.

Matching equivocado entre el segundo y tercer

frames:

Velocidad de B
(

1
T
, 0
)

.

Velocidad de A
(

0, −1
T

)

.

frame i

B

A

frame i+1 frame i+2

A
B

B A
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Aliasing temporal. Se da cuando la ventana

temporal es demasiado grande y los pixels

retroceden.

En este caso el algoritmo devuelve una velocidad

menor que la correcta.

A A

frame i

A

frame i+1 frame i+2
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Flujo óptico mediante LUT.

Cálculo off-line del FO correspondiente a

parejas de vecindario y espacio de búsqueda.

Los resultados se guardan en una LUT

indexada por las intensidades de ambos.

• Se concatenan los valores de intensidad

para formar números en base n.

Para que la conversión de valores sea más

rápida los números se convierten a decimal

mediante un árbol.

Hace innecesarios los cálculos en coma

flotante.

Es necesario reducir la profundidad de la

intensidad.

Es necesario reducir la longitud de los

números ⇒ algoritmo 1D1D.
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Identificación de vecindarios como números en

base n.

7 1 1

5 2 1

3 7 2

7 3 1

3 2 5

3 0 0

Octal: 711521372
Decimal: 119972602

Octal: 731325300
Decimal: 124103360

Cálculo de la distancia L2 mediante LUT.

119972602 8.7750

124103360
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Obtención del promediado horizontal a partir de

una L.U.T.

2737 7.33

B 1A

Hexadecimal: AB1

Decimal: 2737

Convenio de signos

0 −11
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Cálculo de una componente del flujo óptico

mediante tablas L.U.T.

2

1

1

0

0

2

1

2

0 2 3

1 0 3

2 1 2

0

0

0 0

0 0

0 0

0 0

0

00

0 0

002 3

1 0 3

2 1 2

Base 4: 212

Base10: 38

Base 4: 21200

Base10: 592

Medias por filas

38 1

592
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C
on

versión
a

b
ase

10.

0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3

0 1 2 3

0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
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Medidas de distorsión habituales

Media del valor absoluto de la diferencia
1

mn

∑m
p=1

∑n
q=1 |A[p, q] −B[p, q]|

Error cuadrático medio
1

mn

∑m
p=1

∑n
q=1(A[p, q] −B[p, q])2

Diferencia de clasificación de Pel

Los pixels se clasifican como emparejados o

no en función de la diferencia en intensidad.

Se contabilizan los emparejamientos.
∑m

p=1

∑n

q=1 ord(|A[p, q] −B[p, q]| <= t)

Proyección integral
∑m

p=1 |
∑n

q=1A[p, q] −
∑n

q=1B[p, q]| +
∑n

q=1 |
∑m

p=1A[p, q] −
∑n

q=1B[p, q]|
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Algoritmos BMA (Block Matching

Algorithm) subóptimos

El número de operaciones en coma flotante de

los algoritmos BMA exhaustivos depende del

producto de filas, columnas, tamaño espacio

búsqueda al cuadrado, tamaño vecindario al

cuadrado.

Los algoritmos subóptimos no calculan la

medida de distorsión escogida en todas las

posiciones posibles.

m

n

e

e

v

v
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Búsqueda en tres pasos: refinamiento sucesivo

de la búsqueda.

Tamaño de paso decreciente logaŕıtmicamente

(se divide por 2).

Tamaño inicial entero más próximo mayor

que d
2 .

En cada paso se chequean 9 posiciones.

Se continúa por la posición con la mı́nima

BDM (Block Distortion Meassure).

Finaliza cuando el tamaño es 1.

2

2

2 2

2

22

3
3

3 3 3
3
33

2−6

−4

−2

0

2

4

6

6420−2−4−6

1

1

1

1 1

1

1

1
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Búsqueda logaŕıtmica bidimensional

Patrón de búsqueda en cruz ’+’

Tamaño del paso inicial entero más próximo

mayor que d
4

El tamaño se reduce a la mitad si:

• Posición de mı́nima BDM es la central.

• Ĺımite del espacio de búsqueda.

Cuando se alcanza el tamaño mı́nimo se busca

en las 8 posiciones que rodean a la central.

2 2

23 3

3
4
4
4 4

4
44

4

2

2

2

3

3

4

4

4 5

5

6
6 6

66

6 6 6

−6

−4

−2

0

2

4

6

6420−2−4−6

1

1

11

1
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Búsqueda ortogonal

Búsqueda horizontal/vertical.

Tamaño de paso decreciente

logaŕıtmicamente.

Tamaño inicial entero más próximo menor

que d
2 .

22

2

2

3 3
3

3

22

2

2

3 3
3

3

−6

−4

−2

0

2

4

6

6420−2−4−6

11 1

1

1

1

1
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Búsqueda en cruz

Patrón en cruz ’×’.

Tamaño de paso decreciente.

Tamaño inicial entero d
2 .

Si paso mı́nimo y posición de mı́nima BDM:

• Centro

• Esquina sup izq

• Esquina inf dch

Se cambia el patrón de búsqueda a una ’+’

22

2 2

3

3 3

3
4

4 4

22

2 2

3

3 3

3
4

4
4

4

−6

−4

−2

0

2

4

6

6420−2−4−6

1

1

1

1

1
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Búsqueda en tres pasos para pequeños

desplazamientos

Búsqueda inicial en 8 puntos a d
2 , en el centro

y en los 8 adyacentes.

Si la BDM se produce en los 8 adyacentes al

centro, nueva búsqueda 3x3 alrededor.

Si se produce en los 8 más alejados, búsqueda

en tres pasos normal.

2

2 2 2

2

222
3
3
3 3 3

3
33

2 2 2

−6

−4

−2

0

2

4

6

6420−2−4−6

1

1

1 1

1

1

1

1

1

1
1
1 1 1

1
11
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Búsqueda en cuatro pasos

Tamaño inicial de paso pequeño, entero más

próximo mayor que d
4 .

Puede parar en el paso 2 o 3 si la BDM

mı́nima se da en el centro.

2 2 2

2

2

3 3 3

3

3

4 4 4
44

4 4 4

2

2

2 2 2

3

3

3

4
4
4 4 4

4
44

−6

−4

−2

0

2

4

6

6420−2−4−6

1

11

1

1 1 1

1

1
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Búsqueda en cuatro pasos II

Parada en el segundo paso.

4
4
4 4 4

4
44

−6

−4

−2

0

2

4

6

6420−2−4−6

1

1 1

1

11

1

1

1

Parada en el tercer paso.

4
4

444
4
44

−6

−4

−2

0

2

4

6

6420−2−4−6

1

1 1

1

11

1

1

2

2

2

1
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Búsqueda basada en descenso del gradiente

Tamaño del paso = 1.

No hay restricción al número de pasos.

Finaliza si la mı́nima BDM se produce en el

centro.

En caso contrario siguiente búsqueda

centrada en el punto con BDM mı́nima.

2 2 2

2
2
2 2 23

3 3 3

3

−6

−4

−2

0

2

4

6

6420−2−4−6

1
1
1
1 1 1

1
11



32

Búsqueda jerárquica

Búsqueda inicial a baja resolución.

Extrapolación del desplazamiento a alta

resolución.

Nueva búsqueda alrededor de la estimación a

baja resolución.

Se pueden utilizar distintos métodos en cada

caso.

2 2 2
2
2

−6

−4

−2

0

2

4

6

6420−2−4−6

11
1 1

1 1 1
1
1

0−2 2

2

−2

0 1

1

1 1

11

1

1 1

2
2
2 2 2

2
22
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Búsqueda voraz

Intentan reducir el número de evaluaciones

del criterio que define BDM.

En lugar de desplazarse al punto con BDM

mı́nima se desplazan al primero que presenta

una BDM menor que el anterior.

El tamaño del paso se reduce cuando se

encuentra un mı́nimo, es decir, no se

encuentra ninguno menor.

Terminan cuando el tamaño de paso es 1.

Algoritmo BMA voraz A

Tamaño de paso inicial s = entero más

próximo mayor que d
2 .

Actualización: s = s
2

En primer lugar se mide BDM en (0,0).

A continuación (+s, 0), si BDM no es menor

(0,+s), (−s, 0), (0,−s) (sentido antihorario).
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Algoritmo BMA voraz B

Similar al anterior con tamaño inicial s =

entero más próximo mayor que d
4 .

Actualización: s = s
2

Algoritmo BMA voraz C

Similar al anterior con tamaño inicial s =

entero más próximo mayor que d
4 .

Actualización: s = s
4

Inconvenientes de los algoritmos A, B y C

La búsqueda continúa siempre a la derecha

del punto anterior, independientemente del

resultado obtenido en el paso anterior.

Seŕıa más eficiente buscar primero en la

dirección del desplazamiento obtenido en el

paso anterior.
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Algoritmo BMA voraz D

Tamaño inicial s = entero más próximo

mayor que d
4 .

Se examina en primer lugar (0, 0), después

(+s, 0).

Si (+s, 0) posee una menor BDM que (0, 0),

se sigue hacia (+2s, 0).

Se mantiene la dirección seguida en el paso

anterior.

Si la BDM obtenida es mayor que la del paso

anterior, se pasa a la siguiente dirección en

sentido antihorario.

Si el centro proporciona una BDM mı́nima, se

divide el tamaño del paso entre 4.

Algoritmo BMA voraz E

Similar al anterior.

Tamaño inicial s = entero más próximo

mayor que d
2 .

Actualización: s = s
2
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Algoritmo BMA voraz F

El orden en el que se realizan las búsquedas

tiene impacto sobre la eficiencia.

Optimizado para escenas con movimiento

fundamentalmente en horizontal.

Búsqueda a la derecha y a la izquierda del

punto central.

Tamaño inicial s = entero más próximo

mayor que d
4 .

Actualización: s = s
4

Algoritmo BMA voraz Adaptativo

Decide el orden de la búsqueda en función del

movimiento obtenido en otras áreas de la

imagen o en otros frames.
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Otros algoritmos BMA

Espacio de búsqueda adaptativo

Intenta prevenir el estancamiento en mı́nimos

locales.

El tamaño del espacio de búsqueda depende

de la diferencia entre la BDM mı́nima y la

anterior.

A mayor diferencia, menor espacio de

búsqueda.

Algoritmos dependientes

El movimiento detectado en la escena se debe:

• Al movimiento de los objetos.

• Al movimiento de la cámara.

Entre frames el movimiento puede no cambiar

demasiado.

Dentro de los frames, pixels próximos se

mueven de forma similar.

Idea: utilizar el movimiento medido en otros

pixels/otros frames.
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Dependencia espacial

Utiliza el movimiento de pixels vecinos para

predecir el punto en donde se producirá la

BDM mı́nima.

• Media ponderada (a la distancia).

• Media de los pixels con movimiento más

parecido.

Cada pixel posee 8 vecinos, pero en función

del orden del cálculo, pueden no estar

disponibles los resultados para algunos.

Si se utilizan datos de pixels a un lado del

actual, puede haber problemas en los

contornos de los objetos.

Algoritmo de tres pasadas:
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Dependencia temporal

Introduce la memoria en el algoritmo.

Supone que los pixels mantienen

(aproximadamente) su velocidad en el tiempo.

Se utiliza esta hipótesis para buscar alrededor

de la posición que tendŕıa el punto si se

mantuviese la velocidad.

9:9:99:9:99:9:99:9:99:9:99:9:99:9:99:9:99:9:99:9:99:9:99:9:99:9:9

;:;:;;:;:;;:;:;;:;:;;:;:;;:;:;;:;:;;:;:;;:;:;;:;:;;:;:;;:;:;;:;:;

<:<:<<:<:<<:<:<<:<:<<:<:<<:<:<<:<:<<:<:<<:<:<<:<:<<:<:<<:<:<<:<:<

=:=:==:=:==:=:==:=:==:=:==:=:==:=:==:=:==:=:==:=:==:=:==:=:==:=:=

>:>:>>:>:>>:>:>>:>:>>:>:>>:>:>>:>:>>:>:>>:>:>>:>:>>:>:>>:>:>>:>:>

?:?:??:?:??:?:??:?:??:?:??:?:??:?:??:?:??:?:??:?:??:?:??:?:??:?:?
@:@:@:@@:@:@:@@:@:@:@@:@:@:@@:@:@:@@:@:@:@@:@:@:@@:@:@:@@:@:@:@@:@:@:@@:@:@:@@:@:@:@@:@:@:@

A:A:AA:A:AA:A:AA:A:AA:A:AA:A:AA:A:AA:A:AA:A:AA:A:AA:A:AA:A:AA:A:A

B:B:BB:B:BB:B:BB:B:BB:B:BB:B:BB:B:BB:B:BB:B:BB:B:BB:B:BB:B:BB:B:B

C:C:CC:C:CC:C:CC:C:CC:C:CC:C:CC:C:CC:C:CC:C:CC:C:CC:C:CC:C:CC:C:C

D:D:DD:D:DD:D:DD:D:DD:D:DD:D:DD:D:DD:D:DD:D:DD:D:DD:D:DD:D:DD:D:D
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Espacios de búsqueda multidimensionales

Los algoritmos precedentes no tienen en

cuenta:

• Cambios en la iluminación.

• Rotación / movimientos en direcciones no

paralelas al plano de la imagen.

Soluciones:

• Utilizar primitivas distintas a la intensidad

de gris.

• Añadir una dimensión más a la búsqueda:

factor de iluminación, escalado, rotación,

deformación.

Iluminación

Se busca la posición de mı́nima BDM y además

mı́nima distancia en iluminación.

Escalado,Rotación, Distorsión



Flujo óptico basado en la transformada de

Fourier.

La secuencia se entiende como una señal variable

con el tiempo.

Análisis de la respuesta de distintos filtros.

• Sintonizados con distintas velocidades.

• Con distinta orientación.

El filtro con máxima respuesta identifica el

módulo y la dirección de la velocidad.

41



Flujo óptico basado en derivadas

espaciotemporales.

Parte de suponer que la intensidad de los

puntos de los objetos de la escena no vaŕıan

con el tiempo.

Por lo tanto los cambios en la intensidad los

pixels de la imagen se deben exclusivamente

al movimiento.

O.F.C. (Optical Flow Constraint):

df(x, y, t)

dt
= 0

La O.F.C. desarrollada conduce a:

−
∂f

∂t
=
∂f

∂x

dx

dt
+
∂f

∂y

dy

dt
=
∂f

∂x
u+

∂f

∂y
v = ∇(f) · −→c
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La ecuación anterior relaciona la velocidad de un

pixel con las derivadas parciales de la intensidad

del mismo pixel respecto a x,y,t.

En dicha ecuación aparecen dos incógnitas

(u,v), no permite calcular de forma total la

velocidad.

• “Problema de la apertura”: imposibilidad

de calcular el flujo óptico sólo con

información local.

• Múltiples velocidades satisfacen la O.F.C.

u

v
O.F.C.

Velocidades 
compatibles

43
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Ejemplo.

4 5 6
2 3 4

20 1
0 1 2

432
4 5 6

La velocidad del objeto es (-1,-1), veamos si se

cumple la OFC:
∂f
∂x

= 1
∂f
∂y

= 2
∂f
∂t

= 3

u+ 2v = −3

(-1,-1) cumple la ecuación de arriba, pero también

otras muchas.

No hay más que despejar una de las componentes

y sustituir la otra incógnita por cualquier valor.
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Velocidad normal.

A partir de una sola OFC sólo se puede

determinar la velocidad en la dirección del

gradiente:

Velocidad normal.

un =
∂f
∂t

√

(

∂f
∂x

)2

+
(

∂f
∂y

)2
(1)

θ = tan−1

(

∂f
∂y

∂f
∂x

)

(2)

un es el módulo de la velocidad y θ el ángulo de la

dirección del gradiente con el eje de abscisas

positivo.

Velocidad correcta

Velocidades compatibles

Posicion en frame i+1

Posicion en frame i

Velocidad normal

con O.F.C.



Regularización. Algoritmo de Horn y

Schunck.

Impone una condición adicional al proceso de

cálculo.

Aporta información global.

Maximiza la suavidad del flujo óptico

minimizando:

εc =
√

(u− u)2 + (v − v)2

∇2u =
∂2u

∂x2
+
∂2u

∂y2
= k(u− u)

∇2v =
∂2v

∂x2
+
∂2v

∂y2
= k(v − v)

Minimiza el error respecto de la O.F.C.

εb =
∂f

∂x
u+

∂f

∂y
v +

∂f

∂t

46
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Cálculo de las derivadas.

i i+1

k

k+1

j+1

j

∂f
∂x

(i, j, k) = 1
δx

(f(i+ 1, j, k) + f(i+ 1, j, k + 1) +

f(i+1, j+1, k)+f(i+1, j+1, k+1))− 1
δx

(f(i, j, k)+

f(i, j, k + 1) + f(i, j + 1, k) + f(i, j + 1, k + 1))

∂f
∂y

(i, j, k) = 1
δy

(f(i, j + 1, k) + f(i, j + 1, k + 1) +

f(i+1, j+1, k)+f(i+1, j+1, k+1))− 1
δy

(f(i, j, k)+

f(i, j, k + 1) + f(i+ 1, j, k) + f(i+ 1, j, k + 1))

∂f
∂t

(i, j, k) = 1
δt

(f(i, j, k + 1) + f(i, j + 1, k + 1) +

f(i+1, j, k+1)+f(i+1, j+1, k+1))− 1
δt

(f(i, j, k)+

f(i, j + 1, k) + f(i+ 1, j, k) + f(i+ 1, j + 1, k))
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La expresión a minimizar donde se pondera el

efecto de la suavidad del flujo óptico y el ajuste a

la OFC es:

ε2 = α2ε2c + ε2b
Derivando respecto a u y v:
∂ε2

∂u
= −2α2(u− u) + 2

(

∂f
∂x
u+ ∂f

∂y
v + ∂f

∂t

)

∂f
∂x

∂ε2

∂v
= −2α2(v − v) + 2

(

∂f
∂x
u+ ∂f

∂y
v + ∂f

∂t

)

∂f
∂y

Igualando las anteriores ecuaciones a cero se llega

al sistema de dos ecuaciones y dos incógnitas:
(

α2+
(

∂f
∂x

)

2
)

u+ ∂f
∂x

∂f
∂y
v = α2u− ∂f

∂x
∂f
∂t

∂f
∂x

∂f
∂y
u+

(

α2+
(

∂f
∂y

)

2
)

v = α2v − ∂f
∂y

∂f
∂t

u y v son las medias de las componentes

horizontal y vertical de la velocidad en un entorno

3x3 del pixel a analizar, ponderada según la

distancia al pixel central.

1/12 1/6 1/12

1/6

1/121/61/12

1/6
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ui,j,k =
1
6 (ui−1,j,k + ui,j+1,k + ui+1,j,k + ui,j−1,k) +
1
12 (ui−1,j−1,k) + ui−1,j+1,k + ui+1,j+1,k + ui+1,j−1,k)

vi,j,k =
1
6 (vi−1,j,k + vi,j+1,k + vi+1,j,k + vi,j−1,k) +
1
12 (vi−1,j−1,k) + vi−1,j+1,k + vi+1,j+1,k + vi+1,j−1,k)

El determinante de la matriz de coeficientes del

sistema es:

α2

(

α2 +
(

∂f
∂x

)2

+
(

∂f
∂y

)2
)

La solución del sistema es:

(

α2 +
(

∂f
∂x

)2

+
(

∂f
∂y

)2
)

u =
(

α2 +
(

∂f
∂y

)2
)

u− ∂f
∂x

∂f
∂y
v − ∂f

∂x
∂f
∂t

(

α2 +
(

∂f
∂x

)2

+
(

∂f
∂y

)2
)

v =

−∂f
∂x

∂f
∂y
u+

(

α2 +
(

∂f
∂y

)2
)

v − ∂f
∂y

∂f
∂t
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Algoritmo iterativo de Horn y Schunck para el

cálculo de flujo óptico usando un par de imágenes:

1. Inicializar c(i, j) = (0, 0) para todo (i, j) .

2. Sea k la iteración actual, calcular uk y vk

para todos los pixels (i, j) evaluar:

uk(i, j) = uk−1(i, j) − fx(i, j)
P (i, j)

D(i, j)

vk(i, j) = vk−1(i, j) − fy(i, j)
P (i, j)

D(i, j)

donde P = fxu+ fyv ,D = α2 + f2
x + f2

y .

3. Parar si
∑

i

∑

j E
2(i, j) < ε , en caso

contrario volver a 2.
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Inconvenientes del algoritmo de Horn y Schunck:

Uso de derivadas ⇒ es necesario filtrar

imágenes para paliar efecto del ruido.

Ponderación suavidad/OFC?

Condición de regularización: falla en

contornos, algoritmo no converge.

Mejoras:

Procesamiento de varias imágenes: utilizar

velocidades entre el par anterior como inicio

del cálculo del siguiente par.

Similar al anterior: implementación

jerárquica.



Derivadas de segundo orden.

Suposición adicional: d∇f(x,y,t)
dt

= 0.

Sistema de ecuaciones lineales

sobredeterminado:

∂f(x, y, t)

∂x
u+

∂f(x, y, t)

∂y
v = −

∂f(x, y, t)

∂t

∂2f(x, y, t)

∂x2
u+

∂2f(x, y, t)

∂x∂y
v = −

∂2f(x, y, t)

∂x∂t

∂2f(x, y, t)

∂x∂y
u+

∂2f(x, y, t)

∂y2
v = −

∂2f(x, y, t)

∂y∂t
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Estimación sobre el vecindario.

Resuelve el sistema formado por O.F.C. de

pixels vecinos.

Supone que pixels próximos se mueven con

velocidades similares.

Realiza una estimación sobre el total de los

datos.

Los datos forman un sistema

sobredeterminado.

∂f(x1, y1, t)

∂x
u +

∂f(x1, y1, t)

∂y
v = −

∂f(x1, y1, t)

∂t

· · ·

∂f(xn, yn, t)

∂x
u +

∂f(xn, yn, t)

∂y
v = −

∂f(xn, yn, t)

∂t
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Inconvenientes de las alternativas

anteriores.

Regularización: F.O. no necesariamente

“verdadero”, se imponen condiciones “a

priori”.

Derivadas de segundo orden: imprecisión y

condiciones adicionales.

Estimación sobre un conjunto de datos crudo:

puede conducir a una estimación que puede

estar desviada de la correcta.

Correlación y transformada de Fourier:

costosas computacionalmente.
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Efecto del ruido en la estimación.

El corte de O.F.C afectadas por el ruido

devuelve una estimación desviada.

v

u

(-1,1)

Una estimación por mı́nimos cuadrados sólo

seŕıa fruct́ıfera si el ruido fuese isotrópico.
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Efecto de la oclusión.

La intersección de O.F.C. correspondientes a

objetos distintos produce una velocidad

inexistente.

(-1,1)

(1,-1)

v

u

El efecto agregado puede producir una

desviación importante en la estimación.
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Estimación robusta del flujo óptico.

Existen trabajos en los que se propone el análisis

de la O.F.C correspondiente al pixel central

relacionado las O.F.C de cada vecino.

Schunck propone un clustering

unidimensional de los cortes de las O.F.C.

U

V V

U
u

v

Nesi y otros proponen un clustering de O.F.C

alrededor de la O.F.C. central con el fin de

determinar la O.F.C más fiable.

u

v

m

c

2

3

4

6

7

1

2

3
4

1

5 5
6

7

restriccion mas fiable

espacio de velocidades espacio (pendiente, ordenada)

linea caracteristica

parametero de orientacion
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Problemas de estas alternativas.

Algoritmo de Schunck:

• Sensible al error en la O.F.C. central.

• Clustering eficiente computacionalmente a

costa de reducir su robustez.

Nesi et al:

• Clustering de O.F.C conduciendo al

cálculo correspondiente a la velocidad

normal, no al flujo óptico completo.

• Proceso sensible a errores en la O.F.C.

correspondiente al pixel central.
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Medidas para evitar el error procedente de

los outliers.

Estimación sobre el mayor número de datos

posible: n2 − 1 frente a n2 ∗
(

n2 − 1
)

/2

utilizando el mismo vecindario.

No depender totalmente de la información

que se desprende del pixel central.

Análisis de la distribución bidimensional de

los cortes de O.F.C., con el fin de identificar

el cluster correspondiente al movimiento

dominante en el vecindario analizado.

Utilización de estimadores robustos de

tendencia central.

59



Histograma como estimación de la función

de densidad.

Si se calcula el histograma de la distribución

bidimensional de las velocidades, la moda se

puede hallar buscando el máximo de la

distribución.

Debido a la naturaleza del histograma, es

necesario realizar operaciones que eliminen

picos aislados o con pocos votos.

El resultado es un algoritmo satisfactorio

pero ineficiente.

2.0

2.1

2.2

2.3

2.4

2.5

3.5 3.6 3.7 3.8 3.9 4.0 4.1

no aislado o muchos votos

aislados o pocos votos

se usaran en la estimacion

60



Existen otros estimadores de la función de

densidad más adecuados.

Estimación Naif: asigna a cada observación el

número de observaciones que existen en un

entorno.

f̂(x) =
1

2hn
[número de Xi ∈ (x− h, x+ h)]

Estimación Kernel: similar a la anterior pero

otorgando peso decreciente a las observaciones

al alejarse de la observación central.
∫ ∞

−∞

K(x)dx = 1

f̂(x) =
1

n

n
∑

i = 1

1

h
K

(

x−Xi

h

)

K-vecinos.
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Inconsistencia en la estimación de las

derivadas temporales.

Ocurre cuando los desplazamientos de los pixels

son tales que sobrepasan los ĺımites del vecindario

utilizado en la estimación.

i-1 i i+1

(u,v)

(X0,Y0)
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Una estimación a menor escala se puede

extender a una escala superior.
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La estimación grosera puede refinarse en

una escala superior.

(u2,v2)

(u1,v1)
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Cálculo de derivadas.

Diferencias centrales.

f ′(x) '

8 (f(x+ δ) − f(x− δ))−

(f(x+ 2δ) − f(x− 2δ))

12δx

Promediado en pixels adyacentes en dirección

normal a la de la derivada.

i+1

j-1 j j+1 t-1

t

t+1

i-1

i
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Sistemas de OFCs descartados a priori.

Sistemas cuyo discriminante sea menor que

un umbral. Por ser más sensibles al ruido.

Sistemas cuya solución exceda un umbral.

Debido a un conocimiento a priori de la

escena.

x =

∣

∣

∣

∣

∣

∣

e b

f d

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

a b

c d

∣

∣

∣

∣

∣

∣
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Estimación de función de densidad y moda.

Velocidades ordenadas en un array según la

componente u y v.

vi

ui ui+intui-int

velocidades a las que se les aplica el kernel

El kernel no es aplicado a las componentes

que caen fuera del intervalo en el que este es

mayor que cero a priori.

Intervalo

Kernel

Espacio de velocidades

d =

√

(u − ui)
2 + (v − vi)

2

k(u, v) =

{

1 −
d

Intervalo
si d < Intervalo

0 en caso contrario
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Efecto de bloque.

Se produce al propagarse la estimación

grosera a mayor resolución.

(1)

(2)

(3)

Es necesario una medida de la bondad que

permita descartar la estimación grosera

cuando no es adecuada.

El número de puntos que han colaborado en

la estimación es una medida de la bondad.
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Pruebas.

Los distintos algoritmos se comparan en base

a su error.

Las secuencias de test t́ıpicas son de dominio

público.

Existen secuencias cuyo flujo óptico es

conocido.

Pueden ser sintéticas o semisintéticas.
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Secuencias de test semisintéticas.
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Secuencias de test sintéticas.
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Medida del error.

Existen distintas medidas del error.

ε =
√

(uc − ue)2 + (vc − ve)2

ψE = arccos(−→uc · −→ue)

εg = ‖(−→vc −−→ve) · −→gn
⊥‖

72



Representación resultados.

Campo vectorial.

Imagen del error.

Histograma del error.

Boxplot del error.

Tablas comparativas.
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Preservación del movimiento en los

contornos.
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Flujo óptico en la secuencia de la esfera

rotando.
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Secuencia del árbol trasladándose, histogramas.
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Secuencia del árbol divergente, histogramas.
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Secuencia del Yosemite, histogramas.
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Secuencia de la esfera rotando, histogramas.
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Secuencia de la oficina, histogramas.
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Secuencia de la calle, histogramas.
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Tabla resumen algoritmo no jerárquico.
Secuencia Anandan Schunck Nesi kernel K-vecinos

Tras. tree 3,9809 6,5667 5,8491 2,3039 2,4032 104

Div. tree 1,5067 3,5708 3,6290 1,4246 1,5076 104

Yosemite 1,0154 1,6069 1,9436 1,0985 1,1287 105

R. Sphere 2,4696 1,8011 3,1510 0,66127 0,74088 104

Office 2,1625 5,1679 6,5086 1,9104 2,1828 104

Street 1,8539 5,8890 6,7028 2,1046 2,4034 104
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Secuencia del árbol trasladándose, algoritmo

jerárquico, separación 1 frame. Histogramas.
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Secuencia del árbol trasladándose, algoritmo

jerárquico, separación 2 frames. Histogramas.
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Secuencia del árbol divergente, algoritmo

jerárquico, separación 1 frame. Histogramas.
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Secuencia del árbol divergente, algoritmo

jerárquico, separación 2 frames. Histogramas.
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Secuencia del Yosemite, algoritmo jerárquico,

separación 1 frame. Histogramas.
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Secuencia del Yosemite, algoritmo jerárquico,

separación 2 frames. Histogramas.
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Secuencia de la esfera rotando, algoritmo

jerárquico, separación 1 frame. Histogramas.
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Secuencia de la esfera rotando, algoritmo

jerárquico, separación 2 frames. Histogramas.
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Secuencia de la oficina, algoritmo jerárquico,

separación 1 frame. Histogramas.
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Secuencia de la oficina, algoritmo jerárquico,

separación 2 frames. Histogramas.
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Secuencia de la calle, algoritmo jerárquico,

separación 1 frame. Histogramas.
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Secuencia de la calle, algoritmo jerárquico,

separación 2 frames. Histogramas.
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Boxplot, secuencias semisintéticas, intercalando 1

y 2 frames.
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Boxplot, secuencias sintéticas, intercalando 1 y 2

frames.
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Tabla resumen algoritmo jerárquico.

Separación 1 frame.

Secuencia Anandan Schunck Nesi No jer. Jer.

Tras. tree 8,8364 11,451 10,041 5,6818 5,9323 104

Div. tree 3,3408 5,3881 5,6539 2,6279 2,5138 104

Yosemite 2,2018 2,3994 2,8099 1,9761 1,8784 105

R. Sphere 4,0091 2,8263 5,2662 1,1153 1,1268 104

Office 4,1539 7,6367 9,0805 3,8541 3,4233 104

Street 6,9549 7,5094 10,079 5,7681 4,5005 104

Tabla resumen algoritmo jerárquico.

Separación 2 frame.

Secuencia Anandan Schunck Nesi No jer. Jer.

Tras. tree 13,375 15,758 14,177 10,067 9,5772 104

Div. tree 5,8071 7,0964 7,5708 4,1595 3,8966 104

Yosemite 3,3688 3,4274 3,8893 3,4046 3,2765 105

R. Sphere 6,1136 5,2483 7,3555 2,7218 2,2945 104

Office 7,3861 9,6053 11,406 6,1911 5,3540 104

Street 11,424 8,9061 13,413 9,7437 8,80842 104
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Conclusiones.

Algoritmos existentes no eficaces cuando existen:

Solapamientos entre objetos.

Objetos sobre fondo estático.

Velocidades grandes.

Múltiples posibilidades en zonas texturadas.

Se han realizado mejoras en:

Robustez.

• Uso de la moda como estimador.

• Descarte de parejas de OFCs ' paralelas.

Precisión.

• Análisis bidimensional.

• Mayor número de datos.

• Derivada mediante diferencias centrales.

Estimación con velocidades grandes.

• Estimación jerárquica.
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