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Introduccion

En las ultimas décadas, ha aumentado considerablemente el interés de la informatica
por la aplicaciéon de la légica a la programacion. De hecho, ha aparecido un nuevo
paradigma de programacién (la programacion declarativa) cuyos fundamentos tedricos se
basan en los desarrollos de la l6gica de predicados que pretendian alcanzar sistemas de
demostraciéon automatica de teoremas. En este cuaderno didactico se describiran los
conceptos basicos de esta disciplina aplicables a la informatica, en concordancia con el
programa de la asignatura de Logica pesente en el primer afio de los planes de estudio de
Ingeniero Técnico en Informatica de Sistemas e Ingeniero Técnico en Informatica de

Gestion impartidos en la Escuela de Ingenierfa Técnica en Informatica de Oviedo
(EUITIO).

Para su lectura no se necesita ningiin conocimiento previo ya que se van definiendo
todos los términos que aparecen. No obstante serfa recomendable cierta familiarizacion
con la légica de proposiciones y la nomenclatura matematica.

El orden de exposicion se divide en dos bloques:
- Un primer bloque contiene los conceptos clasicos de la l6gica de predicados con la
definiciéon sintactica del lenguaje (férmulas bien formadas), la aproximacién semantica

(concepto de interpretacion y de equivalencia 16gica) .

- A continuacion, se expone el algoritmo de resolucion, para lo cual se describen los
conceptos de substitucion y unificacion.
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Lenguaje Formal de la Logica de Predicados

El instrumento fundamental de comunicacién humana es el Lenguaje, formado por
frases de tipo interrogativo, imperativo y declarativo. Estas ultimas constituyen el
elemento basico de descripcién del conocimiento.

La légica es la disciplina que estudia los métodos de formalizaciéon del conocimiento
humano. En logica se estudian, por tanto, métodos de formalizacién de frases declarativas.
Para ello existen dos niveles de abstraccion segun el grado de detalle que se quiera
formalizar: Légica proposicional y logica de predicados.

La légica proposicional o légica de enunciados toma como elemento basico las
frases declarativas simples o proposiciones que son aquellos elementos de una frase que
constituyen por si sélos una unidad de comunicacién de conocimientos y pueden ser
considerados Verdaderos o Falsos.

La l6gica de predicados estudia las frases declarativas con mayor grado de detalle,
considerando la estructura interna de las proposiciones. Se tomaran como elemento basico
los objetos y las relaciones entre dichos objetos. Es decir, se distingue:

- Qué se afirma (predicado o relacion)
- De quién se afirma (objeto)

A continuaciéon se definira el lenguaje formal que se utilizara en la légica de
predicados. Se define el conjunto de simbolos que apareceran en las distintas
formalizaciones (alfabeto). Seguidamente se definen las reglas sintacticas de construccion
de férmulas correctas.

Definicion 1: El alfabeto de la logica de predicados estara formado por los siguientes
conjuntos de simbolos:

® Conjunto de simbolos de Variables (V4AR): Esta formado por las ultimas letras del
alfabeto minusculas. También se utilizan subindices, por
ejemplo:x,y,z,x;,y,z,L ,x,,»,.z, €VAR.

® Conjunto de simbolos de Constantes (CONS): Primeras letras del alfabeto
minusculas (con subindices), por ejemplo: a,b,c,a,,b,,¢,,L ,a,,b,,c, € CONS

® Conjunto de letras de funcién (FUNC): Esta formado por las letras f,g,hL .

También se pueden incluir subindices para diferenciar distintas funciones:
fi.g.h.L L f,.g,.h, € FUNC

En algunos casos se indica la aridad! mediante un superindice. As{ por ejemplo
2 p .
/~ € FUNC sera una funcién con dos argumentos.

IL.a aridad de una funcién o de un predicado se define como el nimero de argumentos
que tiene.




Légica de Predicados R
E.U.LT.LO. HO4,

® Conjunto de letras de Predicado (PRED): Se representan mediante letras
mayusculas, P,Q,R,K € PRED

Como en el caso de las funciones, se puede representar la aridad mediante un
, . . 3 , .
superindice, por ejemplo: P~ € PRED sera un predicado con tres argumentos.

Simbolos de conectivas: Seran:

— = Negacion

A = conectiva'y'
v = conectiva '0'
— = implicacién
<> = doble implicacion o equivalencia

Cuantificadores: Seran los simbolos:

Y = Cuantificador universal
3 = Cuantificador existencial

Signos de puntuacion: Paréntesis () y coma.

Definicién 2: Un término es una cadena de simbolos utilizada para representar objetos
siguiendo las siguientes reglas:

- Toda variable o constante individual es un término.

- Sity,t,,L .1, son términos y f" es una funciéon de aridad n entonces f"(¢,¢,.L ,z,)

es un término.

- Todos los términos posibles se generan aplicando unicamente las dos reglas

anteriores.
Definicion 3: Un atomo? es una cadena de simbolos de la forma:

Pn(tlatza"'atn)

Donde P" es un predicado de aridad #y ¢,,¢,,--+,¢, son términos.

2Obsérvese que un término representara un objeto, mientras que un atomo tomara un valor
Verdadero o Falso segtn la interpretacion.
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Definicion 4: Dado un alfabeto de légica de predicados, se puede definir el
conjunto de férmulas bien formadas (fbf) cuyos elementos siguen las reglas:

- Todo atomo es una férmula bien formada (se denominara férmula atémica)

-Si 4 y B son férmulas bien formadas entonces:

(A) N
(B)
-4

—B
AnB
AvVB
A—B
AeB

- Si 4 es una férmula bien formada y x una variable? entonces Vx(4) y 3x(A4) serin
férmulas bien formadas.

> Son férmulas bien formadas

Ejemplo 1: La frase ""Todos los estudiantes de informdtica son Ilistos" podtia
formalizarse empleando los predicados I(x)="x estudia informatica" y L(x)="x es listo"
como:

Vi(l(x) =L (x))

\

Término N Atomo /fbf

~—

tbf

Definiciéon 5: En una expresion del tipo Vx4, 3x4, la variable X es conocida como
variable de cuantificacion, a la férmula 4 como ambito o recorrido de Ia
cuantificacion.

Definicién 6: En una férmula bien formada A4, una variable esta ligada si esta en el ambito
de un cuantificador que la tiene como variable de cuantificacién.. Una variable esta libre si

no esta ligada.

SMas adelante se modificara esta regla imponiendo la condicion de que x sea una variable
libre en A
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Ejemplo 2: En la expresion: VxP(x, f(x,y))
—_
ambito
- La variable x aparece en el ambito del cuantificador universal que ademas la tiene como
variable de cuantificacion, por tanto, la variable x esta ligada.

- La variable y también esta en el ambito del cuantificador universal, pero éste no la tiene
como variable de cuantificacién, por lo tanto, es una variable libre.

Definicién 7: Se dice que una férmula bien formada es una férmula cerrada si todas sus
variables estan ligadas.

Con las definiciones anteriores podrian aparecer problemas si una variable aparece
cuantificada dos veces. Por ejemplo, en la férmula 3x(P(x) — VxQO(x)), la x esta sometida a
dos cuantificaciones. Para evitar confusiones. En la definicién de férmula bien formada, se
establece una restriccion en el tercer punto que quedaria:

“Si A es una formula bien formada y x una variable libre en A entonces N'xA y 3xA serdn formulas
bien formadas.”
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Otros Ordenes

Como ya se ha indicado, existen diversos 6rdenes dentro del calculo de predicados.

Se denomina légica de predicados de Orden Cero a la logica de predicados en la
que se trabaja con predicados de aridad cero (seran proposiciones Verdaderas o Falsas, de
ahi que también se le conozca como logica de proposiciones o enunciados). Puesto que no
se utilizan constantes, variables, funciones ni cuantificadores su estudio es sencillo. Sin
embargo, existen estructuras deductivas que la légica de proposiciones no puede
formalizar de forma adecuada, por ejemplo, la deduccion:

"Todos los informiticos son listos, Juan es informatico, lnego Juan es listo"

En logica de predicados de orden cero se formalizaria mediante tres proposiciones
pqy rindependientes y la férmula resultante " pAg — r" no serfa valida.

En légica de predicados de Primer Orden se permite la cuantificacion de
variables. De esa forma, el razonamiento anterior se formalizaria :

(Vx(Informdtico(x) — Listo(x)) A Informatico(Juan)) — Listo(Juan)

En este caso, si se puede comprobar la validez de esa férmula (se estudiaran métodos
en los siguientes apartados).

Sin embargo, se impone la limitacién de no poder cuantificar mas que variables, con
lo cual, existe un amplio conjunto de frases que se quedan fuera del ambito de la logica de
primer orden.

Ejemplo 3: Una frase de la forma: "Existe una funcion f tal que para cualguier x existe un_y de
Sforma que f(x)=y"

funciones :

IVxIy Igual(f(x),y)

se deberfa formalizar incluyendo un cuantificador existencial sobre las

Ejemplo 4: La frase "Algunas relaciones entre pares de alummnos de la clase son simétricas’"  se

formalizaria: IRVXVy(R(x,y) = R(y, X))

En los ejemplos anteriores aparecen férmulas con cuantificadores aplicados a
variables de predicado y funcién, suponiendo la existencia de dominios predicados y de
funciones. La logica que premite ese tipo de cuantificaciéon se conoce como légica de
predicados de Segundo Orden.

El problema de identificar formulas validas esta resuelto® en légica proposicional

(Otrden Cero), es parcialmente resoluble en logica de predicados de Primer Orden e
irrsoluble en l6gica de Orden Superior.

4Se recuerda que una relacion R es simétrica si xRy implica yRx para todo x e j.
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Interpretacidén

Una interpretacion es un mecanismo que permitira asignar un valor Verdadero (V) o
Falso (F) a una férmula. Para ello es necesario dar un significado a cada uno de los
simbolos que aparecen en la férmula. Las conectivas y los cuantificadores tienen un
significado fijo, mientras que el significado de las constantes, simbolos de funcién y
simbolos de predicado puede variar.

En una interpretacion, se define un dominio de discurso sobre el cual varian las
variables, se asignan valores a las constantes y se definen los simbolos de funcién y de
predicados de forma particular. Se necesita, por tanto, asignar un valor concreto a cada
simbolo de la férmula en un dominio determinado.

Definicion 8: Una interpretacion de una férmula F consiste en:

-Un conjunto no vacio D, llamado Dominio de la interpretacién
. .o I
-Asociar a cada letra de constante c € Fun elemento del dominio ¢ € D.

-Asignar a cada letra de funcién f de aridad n una aplicacién f' de la forma

DXxDx..xD—D.

-Asignar a cada letra de predicado P de aridad n una aplicacién P’ de la forma

DxDx..xD —{V,F}

SUn problema esta resuelto si siempre se puede encontrar soluciéon. Es parcialmente
resoluble si se encuentra soluciéon para algunos casos y no se encuentra para otros, y €s
irresoluble si no se encuentra solucién en ningun caso.
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Ejemplo 5: Sea F = Vx(P(x) A O(x) = R(f(x))) A O(a) y las interpretaciones siguientes:

Interpretacion I I,
Dominio: Numeros naturales Personas
Constantes a =2 a = juan
Funciones i) =x> £ (x)= madrede x
Predicados: ph (x) = x es un numero impar p" (x) = x juega al poker
0" (x)=x>0 0" (x) = x estudia informatica
R" (x) =x es multiplo de 9 R" (x) =x es terco

Bajo la interpretacion 7, la férmula equivaldria a:

"El cuadrado de todo nimero impar mayor que cero es multiplo de 9 y el 2 es mayor que
cero"

Mientras que bajo la interpretacion 1, serfa:

"Todas las madres de los estudiantes de informatica que juegan al poker son tercas y juan
estudia informatica".

Definicion 9: Dada una interpretacion I se define el valor de una férmula F' bajo 7,
denotado por V,(F)¢ de la siguiente forma’:
- Si F es un predicado de n argumentos de la forma P(a,,a,,a,K ,a,) entonces

V.(F)=P(a},al ,K ,a') donde cada clemento @ es el resultado de aplicar la
interpretacion I al argumento a;.

V siV(G)=F

-Si F es de la forma —G entonces V,(F) = )
F siV(G)=V

°En esta definicién se supone que la férmula F no tiene variables libres. Si F tuviese, por
ejemplo, x,,x,,K ,x, variables libres, la valoracion de la férmula se dejaria en funcién de

los posibles valores que puedan tomar x,,x,,K ,x, en el dominio. La expresiéon correcta
seria VI(F)[xo,xl,K ,xn]. No se ha utilizado esa notacién para no complicar las

expresiones resultantes.

’Obsérvese que V,(F) es el valor de verdad de F, que puede ser Verdadero o Falso.
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| Vv siV(G)=V,(H)=V
-Si F es de la forma GaH entonces V,(F) = .
encasocontrario

-Si F es dela forma Gv H entonces V,(F) =

N
F siV,(G)=V,(H)=F
\Y% encasocontrario

F siV,(G)=VyV,(H)=F

-Si F es de la forma G — H entonces V, (F) .
\% encasocontrario

vV siV(G)=V,(H)

-Si F es dela forma G« H entonces V,(F) .
F encasocontrario

-Si F es de la forma VxG(x) entonces

V siV,(G(d)) = Vparatodod € D
ar=l?

encasocontrario

-Si F es de la forma 3xG(x) entonces:

V siV,(Gd)=V lgind € D
V1(F):{F siV,(G(d)) paraalgliind €

encasocontrario

(En las dos posibilidades anteriores, G(d) se forma sustituyendo todas las apariciones
de x por d en la férmula G(x))

Es importante remarcar la naturaleza no constructiva de la definicién. Si el dominio
es infinito, para calcular el valor de la férmula se deberfan chequear infinitos elementos, lo
cual es inviable. Notese la diferencia con respecto a la légica ed proposiciones o logica de
orden 0, en donde SI era posible acotar todas las posibles interpretaciones desde la premisa
que cada letra proposicional podia adoptar sélo dos valores (17 y F). La definicién no
aporta ningun algoritmo para calcular ¥, (F), de hecho, en la mayoria de los casos, no existe
tal algoritmo.

Ejemplo 6: Dada la férmula F = Vax3y(P(x, v) A O(f(x)) = =0(g(a,b, £(»))), una

interpretacion I para la férmula serfa:

Dominio: D = 1{1,2,3}
Constantes: a’ =1,b" =3
Funciones: fl (x)=4-x

g1 (x,y,2) = [(x+y+z) MOD 3]+1
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Predicados: P’ (x,y)="x< )"
0'(x)="x=2 OR x=3"

Para calcular el valor de la férmula para esa interpretacion se chequeara si para todo

x existe un y que cumpla (P(x, y) A Q(f(x))) — —|Q(g(a, b, f(y))) .

Se comienza por x=1:

a) Se busca un y, escogiendo, por ejemplo, y=1. Como se puede ver en el siguiente
esquema, el valor que se obtiene sera F:

(P(x,») A O(f(x))) = —0(g(a.b, £ (1))
11

1 1 3 1
—— — —
A% 3 3
— —
A% 2
- ~ / N
A% F

F

b) Puesto que para y=1 no se cumple, se busca un nuevo valor de y. Para y=2 se tiene:

(P(x,») A O(f(x))) = =0(g(a.b, £ (1))
2

1 1 13 2
—— — —
A% 3 2

— —
A% 1
- ~ / N
A% A%
A%

Al obtener valor V no es necesario chequear mas valores de y (ya se ha encontrado
uno) y se sigue buscando un nuevo valor de x.

10-




Légica de Predicados R
E.U.LT.LO. HO4,

c) Para x=2:
a. y=I:
(P(x,») A O/ (x))) = =0(g(a.b. ()

21 2 13 1
—— — —
F 2 3
— —
v 2
- ~ / N
F F

A\

(va se ha encontrado un valor de y, se chequea el dltimo valor de x)

d) Para x=3:
a. y=1:
(P(x, ») A O(/(x))) = =0(g(a.b. £()))

31 3 13 1
—— — —
F 1 3
H_} H_J
F 2
- — _ | S —
F F

A\

Como se ha encontrado un valor de y para todos los x que hacfa V la férmula, el
valor de la férmula bajo esa interpretacion ¥, (F) =V

“11-
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Ejemplo 7: Dada la férmula F =Vx3yP(x, f(y)) AQ(a) y la interpretacion I :

Dominio: D = 1{1,2,3}

Constantes: a’ =3

Funciones:
Xt
1 2
2 3
3 1

Predicados: P’ ={(1,3),(2,3)}, 0’ =1{2,3}

Se puede comprobar que, en este caso, para x =3 no existe ningun valor de y que
haga V la férmula. Por tanto, ¥, (F)=F.

Definicion 10: Una interpretacion / de una férmula F es un modelo para F si V,(F)=V.

Definicion 11: Una férmula F es valida si y sélo si toda interpretacion 7 es un modelo de
F.

Obsérvese que al existir infinitas interpretaciones, no sera posible chequear si una
térmula es o no valida mediante tablas de verdad.
Definicion 12: Una férmula F es satisfacible si existe alguna interpretacion I que sea un

modelo de F

Definicion 13: Una férmula F es insatisfacible o contradiccion si no existe ninguna
interpretaciéon I que sea un modelo de F.

Todas las férmulas

Satisfacibles Insatisfacibles

-12-
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Una férmula puede ser: satisfacible o insatisfacible. Un tipo especial de férmula
satisfacible, es aquella que toma siempre valor V (es valida). Por tanto, las férmulas validas
son un subconjunto de las satisfacibles.

Teorema 1: Una férmula F es valida si y sélo si su negaciéon —F es insatisfacible.

Dem: Si F es vélida quiere decir que V1 (F) = v para toda Interpretacion 1. Por tanto,

Vi(=F)=F para toda interpretacion, y no existe ninguna interpretacion tal que V7 (F)=V

13-
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Consecuencia y Equivalencia Logicas

Definicion 14: Sea C un conjunto de férmulas {PI,PZ,---PH} y sea Q una foérmula. Se

dice que Q es consecuencia légica del conjunto C de premisas (se denotard C = Q) si
toda interpretacion que es un modelo de C es también un modelo de Q.

Es decir, si para toda interpretacion [ se cumple que si
V,(P)=V,(P)=---=V,(P,)=V entonces V,(Q)=V (Intuitivamente, se podria

considerar cada interpretacion como un "posible mundo". De esa forma, decir que Q es
consecuencia logica de unas premisas es equivalente a pensar que Q toma valor V en
cualquier mundo en el que las premisas tomen valor V).

Una estructura de la forma {P,,P,,---P,}= O se denomina razonamiento.

Donde {P1 Py Pn} es el conjunto de premisas y Q, la conclusion.

Se dice que un razonamiento es correcto si la conclusion es consecuencia logica
de las premisas.

Teorema 2: P,P,,---,P, = Q es correcto siy sélosi L AP, A---AP — Q esvalida

Dem: La demostracion se dividira en dos partes:
1-Si B,P,,---,P, = Q entonces P, AP, A---AP, — Q es vilida.

P,P,,--,P, = O no es valida cuando existe una interpretaciéon I/ que cumple
que V, (P, AP, A---AP,)=V mientras que V,(Q)=F. Es decir en caso de que
V,(P)=V,(P)=---=V,(P,)=V y V,(0)=F. Es decir cuando no se cumple que
B.Pyy By = 0.

2.-81 P AP, A---AP, — Q esvilida entonces P, P,,---,P, = Q

Si P AP, A---AP, — O es valida entonces toda interpretacion para la cual
V,(P)=V,(P,))=---=V,(P,)=V obliga a que V,(0)=V, por tanto
PP, P, =0

14-
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Definicion 15: Se dice que dos férmulas 4 y B son equivalentes l6gicamente (se
denota por 4=B 6 A< B) si para toda interpretacion 1, se cumple que V, (4) =V, (B)

A continuacion se indican una serie de formulas validas o leyes del céalculo de

predicados.
Se supone que 4, B y C son formulas bien formadas y x una variable.

Supresion de Implicaciéon: 4 —» B=-4vB

Supresion de Doble Implicacion: 4 <> B=(4 — B)A(B— A)

Absorcién An(Bv A)=4 Av(BAA)=4
AAF=F AvV=V
Elemento neutro AnV=4 AvF=4
El. Complementario An—A4=F Av—-A4=V
Idempotencia AnAd=A Av A= 4
Prop. Commutativa AvB=Bv 4 AAB=BA A
Av(BvC)=(AvB)vC

Prop. Asociativa AAN(BAC)=(AAB)AC

Prop. Distributiva Av(BAC)=(AvB)A(AvC) | AA(BVC)=(4AB)v(4A(

Leyes de De Morgan —(4v B)=—4A—B —~(4AAB)=—4v—B

Doble Negacion A=A

(Involucion)

15-
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Leyes de De Morgan con cuantificadores:

—3xd(x) = Vx—4(x) —VxA(x) = 3x—4(x)
Ejemplo 8 ILa frase "No  existen  aves que  no  sepan  volar”  se

formalizaria:—3x( Ave(x) A—Vuela(x))

Aplicando las leyes anteriores serfa equivalente a:
Vx—(Ave(x) A—Vuela(x)) = Vx(—Ave(x) v Vuela(x)) = Vx(Ave(x) — Vuela(x))
que podria leerse como: "Todas las aves saben volar".
Intercambio de cuantificadores:
VxVyA(x,y) = VyVxA(x,y) IxIyA(x, y) =FyIxA(x, )
IxVyA(x,y) = VyaxA(x,y)
Nota: La ley anterior se cumple tnicamente en el sentido dado , ya que
VyaxA(x,y) 2 IxVyA(x, y).
Si se Considera la interpretacion: Dominio=Personas, A(x,y)="" estd casado con y".
La ley anterior implicaria la frase:

"'S7 todas las personas (y) estin casadas con alguien (x) entonces existe alguien (x) que estd casado
con todas las personas (y)"

Gran distributividad

Ix(A(x) v B(x)) = (3x4(x) v IxB(x)) Vx(A(x) A B(x))= (Vx4(x) A VxB(x))

" "o
0

Nota: No se cumplen cambiando la conectiva """ por la conectiva "y", es decir:

Ix(A(x) A B(x)) = (@Fxd(x) A IxB(x)), pot ejemplo, para la interpretacion A (x)= x es
alumno 'y B(x)=x es un borracho. No es lo mismo: "Existen alumnos borrachos” que "Existen
alummos y existen borrachos".

De la misma forma: Vx(4(x)v B(x))# (vx4(x) v VxB(x)), ejemplo:
Dominio: estudiantes. A(x)=x estd alegre. B(x)=x estd triste.

La frase "Todos los estudiantes estin alegres o tristes” no es equivalente a "Todos los
estudiantes estan alegres o todos estan tristes”.
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Gran distributividad restringida:
Bv 3xd(x)=3x(Bv A(x)) Bv VxA(x) = Vx(B v A(x))
B ATxA(x)=3x(B A A(x)) B AVxA(x) = Vx(B A A(x))

(donde x no aparece en B)
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Formas Normales

Definicion 16: Se dice que una férmula F esta en Forma Normal Prenexa(FNP) si es de
la forma

Ox,0,%, 0, x,M
donde Q,0, ---Q, son cuantificadores (V,3) y M es una férmula sin cuantificadores.

La secuencia lelesz Q,x, se denomina prefijo de F, mientras que M sera la

matriz de la formula.

A continuacion se indica mediante un teorema que cualquier férmula cerrada puede
ser tranasformada en una férmula equivalente en Forma Normal Prenexa. Si la férmula no
fuese cerrada (tuviese variables libres) se aplicaria el cierre existencial consistente en
afiadir al principio de la férmula un cuantificador existencial por cada variable libre.

Teorema 3: Para cualquier férmula cerrada de cilculo de predicados se puede encontrar

una férmula equivalente en Forma Normal Prenexa.

Dem: La demostraciéon consiste en indicar cémo se transformarfa la férmula original
utilizando las reglas de equivalencia de la seccién anterior, obteniendo la férmula en Forma
Normal Prenexa.

Los pasos a seguir serian:

- Renombrar variables con el mismo nombre y distinto cuantificador.
-Eliminar la doble implicacién (), utilizando F <> G=(F - G)A(G — F)
-Eliminar implicacién: F - G=—-FvG

-Aplicar leyes de De Morgan con y sin cuantificadores de forma que las
negaciones solo afecten a férmulas atémicas.

- Pasar los cuantificares al principio de la férmula aplicando las leyes de
cuantificadores.

A continuaciéon se definiran la Forma Normal Conjuntiva y la Forma Normal
Disyuntiva. Para ello, se utilizara la siguiente notacién:
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A X, esigual ala férmula X; A X,AL AX, v X, esigualalaféormula X, vX,vL vX,

i i
i=1 i=1

Definicion 17: Un literal es una férmula atémica p(z,,t,,K ,z,) (también llamado literal
positivo) o una férmula atémica negada —p(z,,t, K ,7,) (llamado literal negativo)

Definicion 18: Una formula F esta en Forma Normal Conjuntiva(FINC) si es una

n m;
conjuncion finita de la forma /\( v L, j , donde cada L, es un literal.
i=l| j=1

Definicion 19: Una férmula F esta en Forma Normal Disyuntiva(FND) si es una

n m;
disyuncion finita de la forma v( A L, j , donde cada L, es un literal.
i=l| j=

Teorema 4: Para cualquier formula cerrada se puede encontrar una férmula equivalente en
Forma Normal Conjuntiva (disyuntiva).

Dem: Cualquier férmula se puede transformar en una férmula en Forma Normal
Conjuntiva (disyuntiva) equivalente mediante las leyes de De Morgan y las propiedades
distributivas.

Definicion 20: Una férmula esta en Forma Normal Conjuntiva (disyuntiva) Prenexa,
se escribe FNCP (FNDP), si esta en Forma Normal Conjuntiva (disyuntiva) y en Forma
Normal Prenexa.

Teorema 5: Cualquier férmula cerrada se puede transformar en una férmula légicamente
equivalente a ella en FNCP.

Dem: Se transforma la formula en FNP mediante el teorema 3 obteniendo la formula en
FNP y, mediante el teorema 4 se transforma la matriz a FNC

Definicion 21: Una férmula cerrada esta en Forma Normal de Skolem (FNS) si esta en
FNCP y todos los cuantificadores son universales.

Para convertir una férmula a Forma Normal de Skolem es necesario suprimir los
cuantificadores existenciales. La féormula obtenida no sera légicamente equivalente a la
anterior, sino que sera equisatisfacible.

A continuacién se muestra el algoritmo de skolemizacion para suprimir los cuantificadores
existenciales de una férmula cerrada.
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Algoritmo (skolemizacion)

1.- Se busca el primer cuantificador existencial comenzando por la izquierda.
2.- Si no se encontrd, finalizar.

3.- Si el cuantificador existencial esta al principio (de la forma 3xF(x)), se suprime la
variable cuantificada por una nueva constante (quedaria F(a)).

Volver al paso 1.

4.- Si existen n cuantificadores universales antes del cuantificador existencial de la
forma:  Vx,Vx,---Vx,IyF(x,,x,,--,x,,¥) suprimir la variable cuantificada
existencialmente ()) por una nueva funciéon de las variables universales anteriores
(X,,%,5,:,x,). Quedando de la forma: Vx,Vx, ---Vx, F(x;,x,, -, x,, (X, %,,*+,X,)).

Volver al paso 1.

Teorema 6: Dada cualquier férmula en légica de predicados se puede encontrar una
tormula eguisatisfacible a ella en Forma Normal de Skolem.

Dem: Mediante los teoremas anteriores, se puede obtener una férmula equivalente en
Forma Normal Conjuntiva Prenexa (FNCP). Para obtener la férmula en FNS es necesario
suprimir los cuantificadores existenciales segun los pasos 3 y 4 del algoritmo anterior.

Si se realiza el paso 3, una férmula de la forma 3xF(x) es satisfacible cuando existe un valor
constante del dominio que satisface F. Puesto que la nueva constante « no tiene valor
asignado, si se le asocia el valor que satisface F, entonces F(a) sera satisfacible.

Si se realiza el paso 4, tenemos un valor que satisface F dependiendo de los valores

X, X5,0, X, ,. Si escogemos una funcién f, que asigne ese valor a f(x,,X,,...,X,).
Entonces, la férmula Vx Vx,---Vx, F(x,x,,--,x,, f(x,X,,"=-,x,)) también serd
satisfacible.

La demostracion en el otro sentido es evidente.

Obsérvese la diferencia entre Vx3yC(x,y) y IVxC(x,y). Si se toma la siguiente
interpretacion: "C(x,y)= x esta casado con " se tiene:

Vx3yC(x,y) = "Todos estin casados con alguien” que seria satisfacible con C(x,f{x)) donde
se habrfa escogido la funcién f{x) como la persona que esta casada con x.

IVxC(x,y) ="Existe alguien que esti casado con ftodes" . En este caso serfa
equisatisfacible con C(x,a). Escogiendo la constante 2 como la persona que esta casada con
todos.
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Definicion 22: Una férmula estd en Forma Clausal si esta en FNS y se suprimen los
cuantificadores universales y las conjunciones por comas8.

Ejemplo 9: Formalizar y pasar a Forma Clausal la frase: ""Todo e/ que estudie historia o filosofia,
aprenderd algo interesante y conocerd cualquier personaje griego"”

Para formalizar la frase, se toma:

- H(x) = x estudia historia - F(x) = x estudia filosoffa - I(x) = x es interesante
- A(x,y)= x aprende y - C(x,y) = x conoce y - G(x)= x es un personaje
griego

Quedaria la férmula:

VA((H(x) v F () = @A) A A 2)) A v0(G(r) > C(x, )
Para transformar la férmula a Forma Clausal se seguira, los pasos generales:

1.- Renombrar variables comunes:

Vx((H(x) v F(x)) = @(1(») A A(x, 1)) A V2(G(z) = C(x, 2))))
1.- Eliminar —

Vx(=(H (x) v F(x)v (@ (1(0) A Ax, ) A V2(=G(2) v C(x, 2))))
2.- Introducir negaciones.

Vx((=H (x) A=F () v By (1(9) A A(x, ) A V2(=G(2) v C(x, 2)))
3.- Pasar cuantificadores al principio de la férmula. Se obtiene FNP.
VxAVz((=H (x) A=F () (L) A A(x, 1) A (G (2)v C(x, 2)))

4.- Poner la matriz en FNC, aplicando propiedades distributivas. Se obtiene FNCP.

e N
(—H(x) vIfy)) A
(—H(x) v Axy) ) A

—H(x) v—G(3) v C(xz2) ) A

I a7

(E(x)v Afx) ) A

(TE(x)v=G(R) v C(x3))

-

8.a Forma Clausal es equivalente a la FNS, simplemente se reescribe como un conjunto de
clausulas.
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5.- Quitar cuantificadores existenciales. Se obtiene FNS

4 ™
(=H(x) vIfi)) A
(=) v Afi) ) A
—H(x) v—G(z) v C(x2) ) A
S ?ﬁF(i«))v IO‘(X)S% L ”
(~F()v Apefx) ) A
(~FVGR) v Choz))

~

6.- Suprimir cuantificadores universales y reescribir como un conjunto de clausulas,
obteniendo, asi Forma Clausal.

{—H(x) vI(f(x)),mH(x)Vv A(x, f(x)),—H(x)v —|G(z)v C(x, z),}
—F(x)v I(f(x)),=F(x)v A(x, f(x)),~F(x)v—=G(z)v C(x, z)

Definicion 23: Una clausula Horn es una clausula que tiene como mucho un literal

" C«PF,..P : .
positivo, se denota de la forma: 22> %n - donde el literal positivo C se conoce

como la cabeza de la cldusula y los literales negativos como el cuerpo de la clausula.

Si n=0, se denomina Hecho, serd "C"

Una clausula Horn sin literal positivo se conoce como Objetivo, sera de la forma
"<P,...,P, "

Definicion 24: Se denomina clausula vacia y se denota por [d a la clausula que no tiene
literales. Por definicion, la clausula vacia es insatisfacible o contradiccion
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Algoritmo de Resolucion

Introduccion

El método de resolucion es un algoritmo facilmente mecanizable propuesto por J.A.
Robinson en 1965. Si un conjunto de clausulas es insatisfacible, el algoritmo lo detecta y
para (teorema de Completud). Si el conjunto es satisfacible podria detectarlo o no parar,
por lo cual se dice que es un algoritmo parcialmente completo.

La presentacion se dividird en dos partes, en la primera parte se presenta el
algoritmo de resolucion para légica de proposiciones demostrando su consistencia y
completud.

En la segunda parte se presentara el algoritmo de resolucion general para logica de
predicados, el cual incluye un paso previo de unificacion de clausulas mediante
substituciones.

El algoritmo se basa en una unica regla de inferencia sencilla y, a la vez de gran
potencia: la regla de resolucion. Puesto que se utiliza una sola regla, es facil de analizar
e implementar.

Resolucion Proposicional
Intuitivamente, la idea de la resolucion proposicional es simple:

Si se sabe que se cumple: "P 6 Q" y que se cumple "no P 6 R" entonces se
puede deducir que se cumplira "Q 6 R".

Ejemplo 21: Si se tiene: "Gana o Pierde o Empata" y "Si Gana entonces da una Fiesta o
Va de Viaje". Se puede deducir que: "O Pierde o Empata o da una Fiesta o va de Viaje".
Formalizando, la primera frase setfa: Gv PV E ylasegunda: G- FvV =-GvFvV

La regla de resolucion inferira: PvEvV FvV

Definicion 34: Dadas dos clausulas C, y C, tales que exista un literal /de forma que /€ C,
y —leC,, se denomina resolvente de C, 'y G, respecto a [/

aR, (C . C,)= (C1 —{Hu (C2 —{=i1}). Se dice que C, y C, son clausulas resolubles.

Teorema 6 (Consistencia de la regla de resolucion): El resolvente de dos clausulas es
consecuencia logica de ellas. Es decir {C,,C, }= R(C,,C,)

Dem: Sean C,=IVvI Vvi,v---vI y C,==lvli,vl,v--vl, dos clausulas

resolubles.

El resolvente de C, y C, respectoa/sera R, (C,,C,)=[,vI,v. [, VI, Vvi,Vv--Vvi,
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Por el teorema 2, probar que {c 1 C, }=R(C 1, C, ) es equivalente a probar que
C,nC,— R(C G, ) es valida. Supoéngase que existe una interpretacién que la hace Falsa,
la asignaciéon de valores sera:

Ivijv...vlj,A-lvL,v...vl —>I,v... vl Vv, vl,

—

\'% F
— v

iContradiccion!

N

F

Puesto que se llega a una contradiccién, la férmula no puede ser Falsa y sera siempre
verdadera, es decir, la formula es Valida.

Teorema 7: Si el resolvente de 2 clausulas C; y C, es la clausula vacia, entonces esas dos
clausulas son insatisfacibles.

Dem: Segin el teorema anterior, el resolvente de 2 clausulas es consecuencia légica de
ellas, por tanto, la férmula: C; AC, - O es vilida. Puesto que O tiene valor Falso, para que
la implicacién sea valida, C; A C, tienen que tener valor Falso. Es decir, son insatisfacibles.

El algoritmo de resolucién chequeara si un conjunto de clausulas es insatisfacible, para ello
seleccionara pares de clausulas resolubles y calculara su resolvente. Si se obtiene la clausula
vacia, el conjunto es insatisfacible. En caso contrario, el resolvente se afiade al conjunto de
clausulas y se seguiran buscando nuevos pares de clausulas.

Algoritmo de resolucién proposicional

Entrada: Un conjunto de clausulas C

Salida: Detecta si C es insatisfacible

1.- Buscar dos clausulas C,,C, € C tales que exista un literal /que cumple que /e C, y =/ € C,
2.- Si se encuentran:

3.- Calcular R, (C,,C,) y anadirlo al conjunto C

4.-81 R/(C,,C,)=0 entonces SALIR indicando que C es insatisfacible.

5.- St no, Afiadir R,(C,,C,) a C'y Volvera 1

3.- Si no se encuentran: SALIR indicando que C no es insatisfacible.

Ejemplo 22: Sea C el siguiente conjunto de clausulas {p,ﬁpvq,—m,ﬁpvﬁqu}, se
puede demostrar que C es insatisfacible por resolucién. Para ello:
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- Se resuelve la tercera clausula (—r) con la cuarta (—pv—gvr), obteniendo —pv —g.

- Se resuelve ahora la clausula anterior con la segunda clausula (—p v q) obteniendo: —p

- Se resuelve ahora la cldusula anterior con la primera y se llaga a la clausula vacia 4
Puesto que se llega a la clausula vacia, C es insatisfacible.

A continuaciéon se presentaran las ideas generales necesarias para la demostracion del
teorema de completud del algoritmo de resolucién proposicional basandose en el concepto
de arbol semantico definido en la seccién anterior. Se puede profundizar mas en [Ben-Ari
93]. Ademas, existe otra forma de demostrar el teorema por induccién en el numero de
literales, véase [Sperschneider 91]

Ejemplo 23: Sea el conjunto de clausulas C = {p,ﬂp Vv g,r,p YV gV r}, para construir
el arbol semantico para C se recuerda que un conjunto de clausulas equivale a una férmula
en Forma Normal Conjuntiva, en este caso, p /\(—|p Vv q) /\(—|r) A (—|p Vg Vv r). En la

siguiente figura se muestra el arbol semantico correspondiente marcando la clausula
falsificada en los nodos de fallo. El arbol semantico sera:

7

6
F(—r) F(-pv—gvr)

Lema 1: Si un conjunto de clausulas es insatisfacible, entonces el arbol semantico es finito
y esta limitado por nodos de fallo, se denomina, en ese caso, arbol de fallo.

Lema 2: Cada nodo de fallo # falsifica al menos a una de las clausulas del conjunto que
sera la clausula asociada a n.

Lema 3: La clausula C asociada a un nodo de fallo # contiene un subconjunto de los
complementos de los literales que aparecen en la rama que va desde la rafz del arbol
semantico hasta 7.

Dem: Puesto que la clausula C es falsificada en el nodo 7, todos sus literales deben tener
asignado un valor en la interpretacion parcial correspondiente a 7. Ademas, el valor de esos
literales debe ser F (puesto que C es una disyuncion) con lo cual, el valor asignado debe ser
el complementario.

Definicion 35: Se denomina nodo de inferencia a un nodo del arbol semantico cuyos dos
hijos son nodos de fallo.

Lema 4: En un arbol de fallo, salvo que sélo tenga un nodo, debe existir al menos un nodo
de inferencia.

Dem: Puesto que el arbol de fallo es finito y las ramas se desarrollan de dos en dos,
necesariamente tendremos un ultimo nodo desarrollado con dos hijos.
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Lema 5: Un nodo de inferencia 7 indica un paso de resolucion de las clausulas asociadas a
sus dos hijos. El resolvente de dichas clausulas es falsificado por el nodo 7 vy,
ocasionalmente, por alguno de sus antecesores.

Dem: En un nodo de inferencia 7 cualquiera, se tendra un esquema como el que sigue:

i
(p) (—p)
p=V p=F
J k
F (C)) F (C,)

- Puesto que el nodo 7 no falsificé C, y lo tnico que cambia en el nodo ; respecto a 7 es el
valor de p, la clausula C, debe contener el literal —p (complementado para que sea Falso).

- Por la misma razén anterior, la clausula C, debe contener el literal p (sin complementar
para que sea Falso)

Por tanto C, y C, son resolubles respecto a p. El esquema sera:

C, =—pvresto_C,

R, (C,;,C,)=resto_C,;vresto_C,
C, = pvresto_C,
En el nodo j, C, toma valor Falso, por tanto resto_C, tomara también valor Falso, como
resto_C, no contiene el literal p también tomaran valor Falso en el nodo Z De la misma
torma, resto_C, tomara valor Falso en ¢/ nodo i. Por tanto, R, (C,,C,)=resto_C, v resto_C,

tomara valor Falso en el nodo 7 es decir, el nodo 7 es un nodo de fallo para el resolvente
de C,y C,

En ocasiones, puede ocurrir que el resolvente sea falsificado también por alguno de los
b
padres del nodo de inferencia, como ejemplo, considérese el conjunto de clausulas

{p,—|p Vv ¢,—r,—p Vv r}, el arbol seméntico, junto con los resolventes serfa:

rF(_"”) 7F(ﬁPVr)

El resolvente de los nodos 6 y 7 es (—p) que falsifica al nodo 4 pero también
falsifica a su antecesor, el nodo 2.
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Teorema 8 (Completud del Algoritmo de Resolucion Proposicional): Si un conjunto
de clausulas es insatisfacible entonces, aplicando el algoritmo de resolucion, se alcanza la
clausula vacia.

Dem: Dado un conjunto de clausulas insatisfacibles, el arbol semanttico sera un arbol de
fallo (Lema 1), ademas existira al menos un nodo de inferencia (Lema 4) con el cual se
puede formar un resolvente de sus dos hijos (Lema 5) y afiadirlo al conjunto. Si se
construye el arbol semantico para el nuevo conjunto, el nuevo arbol semantico serd mas
pequeno que el anterior (puesto que se encuentra un nodo de fallo antes) y, como el
conjunto es insatisfacible, existira de nuevo otro nodo de inferencia, ..., repitiendo el
proceso se llegard a un arbol semantico con un solo nodo que correspondera a la clausula
vacia.

Resolucion General

Como ya se ha indicado, el algoritmo de resolucién general para légica de predicados de
primer orden es una generalizacioén del algoritmo de resolucién proposicional que incluye
un paso previo de unificacién de clausulas mediante substituciones. Es necesario, por
tanto, definir qué es una substitucién para definir a continuaciéon qué es un unificador de
clausulas. Una vez definidos ambos conceptos se presenta el método de resolucion general
demostrando su consistencia y completud.

Substitucion

Una substitucién sera un mecanismo que nos permitird transformar férmulas. El
interés principal de las substituciones radica, en esta exposiciéon, en su aplicaciéon a la
unificaciéon de un conjunto de expresiones, haciendo que las expresiones resulten
sinticticamente idénticas.

Definicion 36: Una substituciéon o es un conjunto finito de la forma
v, /t,,v,/t,,--,v, /t,} donde cada v, es una variable, cada ¢, es un término distinto de

v; v las variables v,,v,,L ,v, son distintas entre si.
Una substitucion es basica silos términos ¢, no contienen variables.

Definicion 37: Una expresién es un término, un literal o una conjuncién o disyuncién de
literales. Una expresion simple es un término o un atomo.

Definicion 38: Seca o=1{v, /1,,v, /t,,---,v, /t,} v E una expresion, entonces se define la

instancia de E por o, denotado por O (E), como la expresion que resulta de substituir

b

simultineamente cada aparicion de la variable v, en E por el término ¢, (i =1,K ,n).

Si 6(E) no contiene variables entonces 0(E) es una instancia basica de E.

Ejemplo 24: Sea E = P(x,y,f(a)) y o={x/b,y/ f(x)} entonces
o(E)=P(b, f(x), f(a)).
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Definicion 39: Sean o, ={x, /t,,x, /t,,....,x, It} y 0, =1y, /5., v, /5,s..0sv, /5, }

dos substituciones, entonces la composicion de substituciones o, 00, es la substitucion:

{xl /0, (t1 ),x2 /o, (tz )a"'axm /o, (tm )}U{V/ /S_/} Donde Jj=1Kn,
V& {xl ,xz,...,x”} y se eliminan los elementos x, /0, (t,-) que cumplen x;, =0, (ti )

Ejemplo 25: Sea O, ={x/ f),y/z}y o, ={x/a,y/b,z/ y} entonces
0,20, ={x/ f(b),z/ y}®

Definicion 40: La substitucion definida por el conjunto vacio se denomina substitucion
vacia 6 substitucion identidad y se denota por €.

Propiedades de la Composicion de Substituciones
- Asociativa: o, 0(0, 00;) = (0, 00,) 00, para todas las substituciones o,,0,,0;
Esta propiedad permite omitir los paréntesis en la composicion de # substituciones

- Elemento Neutro: La substitucion vacia cumple ©0£=&£00=0 para toda
substitucion o.

- No cumple la propiedad commutativa.

- 0, (o . (E)=0 00, (E) para todas las substituciones o;,0, y las expresiones E.

Ejemplo 26: Sea 0O, ={x/fy),y/z}y o, ={x/a,z/b}.
61 062 :{X/f(y)ay/baZ/b}
Sea E = P(x,y,g(z)), entonces:

0,(E)=P(f(¥).2,2(2)) y 0,(0,(E))=P(f(),b,g(b))

De la misma forma: o, 00,(E)= P(f(y).b,g(b))

Definicion 41: Dadas dos expresiones, E y F, se dice que son variantes si existen dos
substituciones o, y o, tales que £ =0, (F ) y F'=o0, (E ) También se dice que E es una
variante de o que I es una variante de E.

Ejemplo 27: P(f(x,y),g(z),a) es una variante de P(f(y,x),g(u),a). Sin embargo,

9Obsérvese que no se incluye el par y/y.
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P(x,x) no es una variante de P(x,y).

Definicion 42: Sea E una expresion y I el conjunto de variables que aparecen en E. Una
substitucion de renombramiento para £ es una substitucién de la forma
{x,/y,.x, /y,} tal que {x,,-,x,}cV e y; son variables distintas entre si que no

pertenecen a [
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Unificacion

El concepto de unificaciéon se debe a Herbrand que presentd, en su tesis de 1930, un
algoritmo no determinista para calcular el unificador de dos términos. Sin embargo, serfa
Robinson, en 1965, quien lo volviera a redisefar para aplicarlo al algoritmo de prueba de
teoremas por resolucion. El algoritmo de Robinson requerfa tiempo y espacio
exponenciales y, desde entonces, se ha realizado un gran esfuerzo para mejorar su eficacia.
Para un tratamiento detallado del algoritmo de unificaciéon y sus aplicaciones a otros
campos, véase [Knight 89].

Definicién 43: Dado un conjunto finito de expresiones simples C ={E,, E,,---, E, } y una
substitucion @. Se dice que @ es un unificador para C si después de aplicar la
substitucion, el conjunto es unitario. Es decir, si: o(E | )=w(E 5 )=--=aE . )

Ejemplo 28: Sea C ={P(f(x),z), P(y,a)}, entonces w={x/a,y/ f(a),z/a} es
un unificador de C, ya que (()(E1 )= a)(E2 )= P(f(a),a)

Sin embargo, el conjunto {P(f(x),a), P(y, f(w))} no es unificable porque los
segundos argumentos « y f{w) no unifican.

Definicion 44: Se dice que un unificador @ para un conjunto finito de expresiones simples
es un unificador mas general(umg) si para cualquier otro unificador &’ existe una
substitucién o que cumple ¢ =@ o0o. De forma intuitiva, el unificador mas general puede
considerarse como el unificador mas simple de todos los posibles unificadores.
Ejemplo 29: Sea C= {P(f(x), g(u,2)),P(y,g(v,a))}, se puede comprobar que
o={y/ f(x),u/v,z/a} es un unificador mas general que cualquier otro
unificador. Por ejemplo el unificador @ = {y/ fla),x/a,ulv,z/a} puede ser obtenido a

partir de @ aplicando la substituciéon o = {x/a}. Es decir, se cumple que ¢’ = woo.

En el ¢jemplo anterior, se puede obtener otro umg: @, ={y/ f(x),v/u,z/a}. Esto indica
que un unificador no esta tnicamente determinado. Sin embargo se puede observar que @
y @, estan relacionados por dos substituciones de renombramiento vru} y {fu/v}, ya
que: @=w, ofu/v}y @, =wo{v/u}, y por tanto, las clausulas que resulten de aplicar
dos umg distintos seran variantes.

Teorema 9: Si ¢, y @, son dos umg de un conjunto de expresiones C, entonces las
expresiones &,(C) y @, (C) son variantes.
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A continuacién se presentara el algoritmo de unificacién , que toma como entrada
un conjunto finito de expresiones y devuelve el umg si las expresiones son unificables. En
caso contrario informa que las expresiones no son unificables.

Intuitivamente se comporta de la siguiente forma. Supéngase que se quieren unificar
dos expresiones, se toman dos punteros comenzando por la izquierda de cada una de las
expresiones. Los punteros se mueven juntos hacia la derecha hasta que se encuentran dos
simbolos diferentes. En ese momento, se intentan unificar las dos subexpresiones
encontradas. Si se pudieron unificar, el proceso continia con las dos expresiones tras
aplicarles la nueva substitucién, si no, las expresiones no son unificables y se acaba.
Cuando los punteros alcancen el final de las dos expresiones, la composicién de todas las
substituciones sera el umg,.

Para la descripcion del algoritmo es necesario definir qué es el conjunto de
discrepancias.

Definicion 45: Dado un conjunto de expresiones simples £ = {EI,E 5 B, }, se define

el Conjunto de Discrepancias o desacuerdos de E y se denota por D(E), como el
conjunto obtenido de la siguiente forma:

- Si E es unitario, entonces D(E) =J
- Si no:
- Si las expresiones de E son todas "similares"1”, es decir, E es de la forma:

E:{.f(tuatna"'atln)af(t21atzza"'atzn)a"'af(tmatmza"'atmn)}

Se define Ej={t1j,t2j,~--,tmj} y D(E)=D(E;) para el menor ; tal que
D(E_/);tQ

Sino D(E)=E.

Ejemplo 30: Sea E ={P(f(x),h(y),a),P(f(x),z,a),P(f(x),h(»),b)}, puesto que las tres

exptesiones de E son similares, se buscan el primer conjunto E; cuyas discrepancias sean

distintas del conjunto vacio. Se tiene:

19Se consideran expresiones similares, las que estin formadas por una misma letra (de
predicado o funcién) seguida de un mismo numero 7 de argumentos, donde n>0

31-




Légica de Predicados V-
E.U.LT.LO. 0,

E = {reo}, que al ser unitario, sus discrepancias son igual al conjunto vacio.

E, = {h( »), Z} , se buscan las discrepancias de E,, que, como no es unitario, ni las

expresiones similares, quedarda D(E,)=FE, = {h(»),z}
El menor j que cumple que D(E;) #@ es 2y, por tanto, D(E) = D(E,) = {h(»),z}

Algoritmo de Unificacion

1.- Inicializaciéon: k:=0, o,:=¢€

2.- Si 0, (E) consta de una sola férmula atémica (* Ha sido unificado por o, *)
entonces: Salir y Devolver o, que serd el umg de E
sino: D, =D(o, (E))

3.- Si en D, existe una variable » y un término 7 en el que no aparece la variable v

entonces:
O =0 o/}
k=k+1
Volver al paso 2.

sino: Salir y Devolver que el conjunto E no es unificable.

El algoritmo de unificacién presentado contiene una indeterminacion en el paso 3,
ya que pueden existir varias posibilidades a la hora de seleccionar » y # Sin embargo, la
aplicaciéon de cualquier umg producido por el algoritmo obtiene expresiones que sélo
difieren en el nombre de las variables. Esta claro que el algoritmo termina, ya que se tiene
un numero finito de variables y cada aplicacién del paso 3 elimina una variable.
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Ejemplo 31: Sea
E={P(f(a),g(x)), P(y, )}
Paso 1: k=0, % = ¢,
Paso 2. Do =1/ (@)}
Paso 3: Selecciona V=7 y (=/(a) O ={y/f(a)}, k=1
Paso 2. 01 (E)={P(f(a).g(x)),P(f(a), f (a))}, D, ={g(x), f(a)}

D

Paso 3: No encuentra variable en ~1 sale e indica que NO son unificables.

Ejemplo 32: Sea E ={P(a, x,h(g(2))), P(z, h(y), h(»))}
Paso 1: k=0, % =€,

Paso 2: D, = {a, Z}

Paso 3: Selecciona v=z, t=a, O1 = 2/ @} k=1

Paso 2: ,(E) = {P(a,x. h(g(@). P(a, h(y). h(y))}, Pr =1 h)}
Paso 3: Selecciona: v=x, t=h(y). %> = 7/ @& X/ h(M} =)

Paso 2. 02 (E) ={P(a,h(y), h(g(a))), P(a, h(y), h(»)} D, ={y.g(a)}

Paso 3: Selecciona v=y, t=g(a). o5 = {Z /a,x/h(g(a)),y/ g(a)}’ k=3.

Paso 2: 93 (E) ={P(a, h(g(a)),h(g(a)))}
umg de E.

es unitario. Salir y devolver 93 que sera el

En el paso 3 del algoritmo de unificaciéon, se establece el chequeo de que el término no
contenga la variable. Ese chequeo se conoce como "chequeo de ocurrencias" (occur check).
A continuacién se da un ejemplo de su uso.
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Ejemplo 33: Sca E ={P(x,x), P(y, f(»))}.

Paso 1: k=0, o, =¢.
Paso 2: D, = {x, v}
Paso 3: Selecciona v=x, /=y. o, ={z/ y}, k=1

Paso 2: 0, (E) ={P(y, ), P(y, f(")}, D, =1y, f()}

Paso 3: Puesto que y aparece en f{)), el conjunto NO es unificable.

Robinson demostré en lo que se conoce como teorema de unificaciéon que el
algoritmo de unificacion para y devuelve un umg si el conjunto de expresiones es unificable
o para e indica que el conjunto no es unificable si ése es el caso.

El algoritmo de unificaciéon puede llegar a ser muy ineficiente. En el peor de los

casos, su tiempo de ejecucion puede llegar a ser una funcidon exponencial de la longitud de
la entrada.

Ejemplo 34: Sea E:{P(xh'“axn )7P(f(x07x0)7f(xl5'x1)7”'7f(xn—17xn—1)}'
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Algoritmo de Resolucion General

En légica de Primer Orden el algoritmo de resolucién requiere un paso previo de
unificaciéon de los literales por los que se resuelve. A continuacién se exponen las
definiciones del algoritmo de resolucion general con unificaciéon y se demostrarda que es
consistente y parcialmente completo.

Definicion 46: Dadas dos clausulas C; y C, sin variables comunes, tales que /, €C, y
—l, € C, son dos literales que pueden ser unificados por un umg @. Se dice entonces que C,
y C, son clausulas resolubles y se define el resolvente de C, y C, respecto a [, y [,
como la clausula:

Rzl,zz (C1 > Cz ) = {(()(Cl) - (()(ll )}U{CO(CZ) - (()(—112 )}

Ejemplo 35: Considérense las clausulas

C = P(f(x),g(y)VO(x,y)vR(x) y G, ==P(f(f(a)),g(2) vO(f(a),2)

Tomando los literales /;, = P(f(x),g(»)) v l, = P(f(f(a)),g(z)) se encuentra un umg

w={x/ f(a),z/ y}

Entonces, el resolvente de C, y C, respecto a [, y [, sera:
R, (€, G)=0(f(a),y) v=R(f(a)vO(f(f(a)).y)

Ejemplo 36: Sean las clausulas: C, = P(x) y C, =—P(a). Unifiacndo los dos unicos literales,
se obtiene el umg @=1{x/a} y el resolvente R(C,,C,) =10 seté la clausula vacia.

Se demostrara que, si el resolvente de dos clausulas de un conjunto es la clausula
vacia, entonces ese conjunto es insatisfacible. En el ejemplo, esta claro que el conjunto

{P(x), —|P(a)} es insatisfacible ya que representa la férmula VxP(x) A—P(a).

Para que el método sea completo (ver pag. 42), las clausulas no deben tener variables
en comun. Esto se logra manteniendo las clausulas en su forma original y, a la hora de
utilizarlas, substituyendo todas sus variables por nombres de variable nuevos, es decir, se
aplica una substituciéon de renombramiento para obtener una clausula variante. Se recuerda
que las variables en una clausula estan cuantificadas implicitamente de forma universal
luego el renombramiento de variables no cambia la satisfacibilidad del conjunto.

Ejemplo 37: Sea el conjunto {P(f(x)),—P(x)}.
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Las clausulasC, = P(f(x)) y C, =—P(x) no pueden ser resueltas ya que no unifican
los literales debido al chequeo de ocurrencias. Sin embargo, si se renombran sus variables,
se tiene:

C) =P(f(x)y C, ==P(x,)
Utilizando el umg @={x, / f(x,)}, queda: R(C],C})=0

Puesto que se obtiene la clausula vacia, el conjunto {P(f (xl)),P(xz)} es

insatisfacible, y el conjunto original: {P(f(x)),P(x)} también seré insatisfacible. Este

resultado es correcto, ya que, el conjunto anterior, teniendo en cuenta la cuantificacion
universal de las variables, seria:

VxP(f(x)) AVx—P(x)

Ese conjunto, es, evidentemente, insatisfacible!!.

Utilizando la resolucion se puede comprobar que si un conjunto de clausulas es
insatisfacible (teorema de completud, pag 42) se podran ir generando resolventes de una
clausula con otra hasta que se llegue a la cldusula vacia. A continuacién se describe el
algoritmo general de resolucion:

Algoritmo de resolucién general

Entrada: Un conjunto de clausulas C

Salida: Detecta si C es insatisfacible

1.- Buscar dos clausulas C;,C, € C resolubles

2.- Si se encuentran:
3.- Calcular R(C,,C,) y afiadirlo al conjunto C
4.-Si R(C;,C,)=0 entonces SALIR indicando que C es insatisfacible.
5.- Si no, Afiadir R(C,;,C,) a Cy Volvera 1

3.- Si no se encuentran: SALIR indicando que C no es insatisfacible.

E] proceso de renombramiento, no debe confundirse con el chequeo de
ocurrencias. El cual previene la unificacién dentro de una clausula: P(f(x))v—P(x). Esa
clausula representa la formula Vx(P(f(x)) v —P(x)) que no es valida.
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Ejemplo 38: A continuacién se describe el comportamiento del algoritmo con el conjunto:

{—'P(x) vV O(x) Vv R(x, f(x)),=P(x) v O(x) v S(f(x)), }
T(a),P(a),—R(a,y)v T(y),—T(x)v-Q(x),T(x)Vv-S(x)

En las lineas 1-7 se escriben de nuevo las clausulas del conjunto. A continuacion
(lineas 8 a 15) aparecen las distintas Clausulas C (resolvente) junto con el umg utilizado y
los niimeros de clausulas resolubles.

1 P (x) v O(x) Vv R(x, f(x))

2 P (x) v O(x) v S(f(x))

3 T(a)

4 P(a)

5 “R(a,y)vT(y)

6 T (x) v —0(x)

7 —T(x)v—S(x)

8 —0(a) {x/a} 3-6
9 O(a)v S(f(a)) {x/a} 2-4

10 S(f(a)) € 8—9

11 O(a)v R(a, f(a)) {x/a} 1-4

12 R(a, f(a)) £ 8—11
13 T(f(a)) {y/ 1)} 5-12
14 —S8(f(a)) {x/ (@)} 7-13
15 a € 10— 14

Puesto que se obtiene la clausula vacia el algoritmo termina en el paso 3 indicando que el
conjunto de clausulas es insatisfacible

El siguiene paso consistira en demostrar que el sistema de razonamiento que utiliza el
principio de resolucion es consistente y parcialmente completo!?.

12Normalmente se dice que es refutacionalmente completo. Es decir, completo para
refutaciones o derivaciones de la clausula vacia.
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Teorema 10 (Consistencia del principio de resolucion): Si C es el resolvente de C, y C,
entonces C es consecuencia logica de C, y C,.

Dem: Puesto que una substitucion significa particularizar las variables de una expresion. La
instancia de cualquier expresion E sera consecuencia logica de E, es decir, para cualquier

substitucion o se cumple que E = o(E)
En particular el umg de /; y /, es una substitucién @ y también se cumplira que
¢, = alC)

C, = alC,).

1]

Ahora resta probar que @(C,)A@(C,)= C

Se tiene: C, =, v RC, y que C, =—l, v RC, (Recuérdese que I, € C, y que —, € C,)
donde RC, y RC, representan el resto de literales de C, y C,.

St w esunumg de /; y I, entonces a(l,) = a(l))

(C))=al,)v a(RC,)

@(Cy) =—a(ly)v a(RC,))==a(l) v a(RC,)

Por otra parte,

C=R,, (C,,C))={a(C)) - i)} A C,) - ax—l,)}= w(RC) v (RC,)

Supdngase que el resolvente no es consecuencia légica de C; y C,, entonces, se tendrian los
siguientes valores de verdad:

{wd,) voRC)} A {7w(l,) vo(RC,)} = oRC) vwRC)
N A A S

? F ? F F F
— AN J
V Y
A\ F
— !
—
F
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a(1,) no puede tomar valor F, ya que la expresion del primer corchete serfa falsa (tiene que
ser V). De la misma forma, tampoco puede tomar valor V pues harifa falsa la expresion del
segundo corchete. Por tanto, la férmula anterior no puede tomar valor F y sera valida. Se
cumple que:

o(C | JAw(C 5 )=C y, uniendo con [jError! Marcador no definido.] se tiene:

C, = a(C)
=C
C, = o(C,)
Falta demostrar que el algoritmo de resoluciéon es parcialmente completo en el
sentido de que, cuando el conjunto de clausulas es insatisfacible, encuentra la cldusula
vacia.

Los pasos a seguir en la demostracién son:

- Utilizando el teorema de Herbrand, si un conjunto de clausulas es insatisfacible
entonces existe un subconjunto finito de clausulas basicas insatisfacible.

- Puesto que son clausulas basicas, se pueden considerar como proposiciones con
valor V/F. Se ha demostrado que al aplicar el algoritmo de resolucién sobre un conjunto de
proposiciones insatisfacibles se obtiene la cldusula vacifa (teorema de completud
proposicional).

Teorema 11 (Lema de elevacién): Si C, y C, son clausulas sin variables comunes y o, y
o, dos substituciones tales queC, = 0,(C,) y C, =0,(C,) no tienen variables en comun y
son resolubles mediante un umg ¢” en una clausula C” entonces existe (puede eevarse) una
clausula C y dos substituciones @y o tales que C es el resolvente de C; y C, mediante un

umg @y C’'=06(C) (C" es una instancia de C). Véase el esquema de la figura:

G G G G
I umg = @ :
I
. l
o, % o I
| o
! C 12
se puede | I
elevar a: : :
C/=0,(C) C, =0,(C,) C/=0,(C) c C; =0,(C,)
\\\\\\\\\\Tff;:z;//’/” \\\\\ /////
c’ o
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- Una vez obtenida la clausula vacia sobre el conjunto de clausulas basicas se extrapola el
resultado al conjunto original de clausulas, para lo cual se emplea el lema de elevacion.

Dem: Supdngase que:
C, ={,vi,v---vl JURC,
C,={l, v, vev=l, JURC,

Donde [, seran los literales que unificaran,RC, y RC, representan el resto de literales de
cada clausula y, puesto que tiene que existir al menos un literal en cada clausula m>0 y
n>0.

Se cumplira que:
Cl’ = O-I(CI) :{O-l(ll) ViV O-l(lm)}LJGI(RCI)
C; =0, (Cz )= {62 (_|lm+l Vv o, (_|lm+n )}Uo-z (Rcz)

@ es un umg de los literales: {o,(1,),---,0,(1,),0,(,..),0,(, . )} y el

resolvente sera:
C’ = &(6,(RC)U@ (0, (RC,)) 2]

Puesto que o, y 0, no tienen variables en comun y o0,(C,) y 0,(C,) tampoco, la
substitucion @ (0, U0,) sera un unificador de {I,,...,0 1 .,...,1 . } ya que:

(o, o, Nl,s...00,,1 1. }=

O 'm2 P m+1o 2 Y m+n

lo,ve.0).....0,v0,0,),0,v0,0,,,),....0, V0, (,, )} =
{O-l (11)7""61 (lm )762 (lm+1)""ﬂo-2 (lm+n)}

Y ese conjunto era unificable por «”.

Si existe un unificador, existira un umg, sea @ el umg de {,,....0, .1 .\s..nl, . 1,
entonces, por la definicion de umg cumplira que, para cualquier otro unificador (en este
caso @’ o (O'1 vo, ) existe una substitucién o tal que

wo(o,u0o,)=0ow 3]
Sea C=aw(RC))U a(RC,) el resolvente de C; y C, respecto a @, entonces:
o(C)=

o(@(RC,) U G(RC,)) =

00a(RC, URC,) = (aplicando [2])
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w' (o, u0o,)RC, URC,)=
@' o (0-1 Vo, )(RCI ) V@ o (61 Uo, )(RC2 ):

(Puesto que C, y C, no tienen variables en comun, la substitucién o, sélo afecta a C,
y no tiene efecto sobre RC, (de igual forma, o, no afecta a RC)), por tanto:
0,V 0,(RC))=0,(RC)) y 6,U0,(RC,)=0,(RC,))

- a)/(Gl (RC1 )) Y (0’(0’2 (RCz )) =
(aplicando [jError! Marcador no definido.])

= C'
Por tanto o(C)=C’, es decir, C’ es una instancia de C

Ejemplo 39: Sea C, =P(x,y)vP(f(a),Z)VR(z) y C,==P(f(x),g(y)v—0(x",y") y las
substituciones: 0, = {x/ fa,z/ fO}y o, = {x"/a,y’/b}. Se obtiene el esquema:
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C, = P(x,y)Vv P(f(a),z)V R(2) C, ==P(f(x),g(y")v—0(",y")
o, =lx/ f(a)y/ gb).z/ g(b)( o, =Ma,y /bl

C/=P(f(a),g(b))v R(g(h)) C; ==P(f(a),g(b))v—0(a,b)

C"=R(g(b))v—0(a.b)

Siguiendo el lema de elevacion, existira una clausula C resolvente de C; y C, con
umg W= {x/ fa),y/ gy, z/ g(y),x"/ a} que seguird el esquema:

€= P(x,y)v P(f(a),z)VR(2) C, ==P(f(x"),g(y")v=0(x",y")

. I
Nig/
I
| 0'2

|

|

|

o, !
C=R(g(NV=0(ay) |
|

|

Cl=0,(C) o=l ¢;=0,C)

-

C"=R(g(b))v—0(a.b)

Con el lema de elevaciéon queda demostrado el teorema de completud:

Teorema 12 (Completud del principio de resoluciéon general): Si un conjunto de clausulas
es insatisfacible, entonces, aplicando el algoritmo de resolucién general se obtendra la
clausula vacia.
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Dem: Sea C el conjunto de clausulas insatisfacibles, entonces se tiene la siguiente
cadena de equivalencias:

C es insatisfacible
() (por el teorema de Herbrand)
Existe un subconjunto finito de clausulas basicas de C insatisfacible

U (Completud de resoluciéon proposicional)

Existe una derivacion de un conjunto de clausulas basicas de C a la clausula vacia.

U (lema de elevacion)
Existe una derivacion del conjunto C de clausulas a la clausula vacia.

NOTA: en la ultima implicaciéon, para poder aplicar el lema de elevacion, se supone
que las clausulas de C no tienen variables en comun.

Si no se utilizan variantes, el algoritmo no es completo, asi, por ejemplo, el conjunto:
{P(x),—lP( f (x))} es insatisfacible, sin embargo, P(x) y P(f(x)) no son unificables a no
ser que se utilicen variantes
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Estrategias de resolucion

El método de resolucion es un algoritmo no determinista ya que pueden
encontrarse multiples formas de alcanzar la clausula vacia en un conjunto insatisfacible.
Muchas veces, siguiendo un determinado camino se alcanzara la cldusula vacia con
muchos menos pasos de resolucion que por otro camino.

Durante el desarrollo del algoritmo es necesario responder las siguientes
preguntas: ;Qué dos cldusulas se seleccionan y sobre qué literales se realiza la
resolucion?.

Las distintas estrategias de resolucion tratan de responder a ambas preguntas de
forma que se mantenga la completud (si el conjunto es insatisfacible, alcanzar la
clausula vacia) y que se obtenga un comportamiento eficiente.

Una de las desventajas de la utilizacion de la reglas de resolucion sin ninguna
restriccion consiste en que se pueden seleccionar cldusulas cuyo resolvente no sea ttil
en el camino de busqueda de la cldusula vacia. Se observa que muchas veces los
resolventes son redundantes o no aportan ninguna utilidad para la buisqueda. A
continuacién se mencionan una serie de estrategias que serviran para eliminar el trabajo
inatil.

Estrategias de Borrado

Una estrategia de borrado sera una técnica en la cual se eliminan una serie de
clausulas antes de que sean utilizadas. Si dichas clausulas no van a aportar nada para la
busqueda de la clausula vacia, su eliminacion permitird un ahorro computacional.

Eliminacion de clausulas con literales puros

Definicion 47: Un literal es puro si y s6lo si no existe un literal complementario con el que
unifique en el conjunto de clausulas.

Una clausula que contenga un literal puro es inutil en la busqueda de la clausula vacia,
puesto que el literal puro no podra ser eliminado nunca mediante resolucion. Por tanto, una
estrategia de borrado consiste en la eliminacion de clausulas con literales puros.

Ejemplo 40: El conjunto C=1{P(a),~P(x)V P(f(x)),~P(a)v O(a),—0(a)} es
insatisfacible, sin embargo, para demostratlo, se puede ignorar la segunda clausula, puesto

que ambas contienen el literal puro P(f{x)).

Eliminacién de tautologias Definicion 48: Una tautologia es una clausula que
contiene el mismo literal en su forma directa e inversa.

Ejemplo 41: La clausula pv—g vrv—p esuna fautologia.

La presencia o ausencia de tautologias en un conjunto de clausulas no afecta la condicién
de satisfacibilidad del conjunto. Un conjunto de clausulas permanecera satisfacible
independientemente de que se le anadan tautologfas. De la misma forma, un conjunto de
clausulas insatisfacible seguira siendo insatisfacible aunque se eliminen todas sus
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tautologias. Es posible, por tanto, eliminar las tautologias de un conjunto de clausulas para
que no intervengan en el proceso de busqueda sin alterar la satisfacibilidad del conjunto.

Obsérvese que los literales de una clausula deben ser exactamente complementarios para
poder aplicar la eliminacién de tautologias. No se pueden eliminar literales no idénticos
simplemente porque sean unificables.

Ejemplo 42: El conjunto {=P(a) v P(x), P(a),—P(b)} es insatisfacible. Sin embargo, si
se elimina la primera clausula el conjunto resultante serfa satisfacible.

Eliminacion de Subsunciones Definicion 49: Una clausula C subsume a una clausula
D si existe una substitucién o tal que o(C)c D.

Ejemplo 43: En el conjunto {P(x)v—=0(»), P(a)v—0()Vv R(w),—=P(b),0(a)}. La
clausula P(x)v—Q(y) subsume a P(a)Vv—Q(v)Vv R(w) puesto que la clausula resultante
de aplicar la substitucién {x/ a,y/ v} a la primera clausula, esta incluida en la segunda

clausula. De esa forma, se puede eliminar la segunda clausula, sin alterar la insatisfacibilidad
del conjunto.

Se puede demostrar que si una clausula D de un conjunto de clausulas es subsumida por
otra, entonces el conjunto de cldusulas tras eliminar D es satisfacible si y sélo si el conjunto
original de clausulas lo era. Las clausulas subsumidas pueden ser, por tanto, eliminadas sin
modificar la condicién de satisfacibilidad del conjunto.

Es necesario observar que, durante el desarrollo del proceso de resolucion, se pueden
generar resolventes de clausulas que sean fautologias o clausulas subsumidas. Las estrategias de
borrado deberan chequear el conjunto de clausulas original asi como los distintos
resolventes generados en cada resolucion.

Resolucion Unitaria

Definicion 50: Un resolvente unitario es un resolvente en el cual al menos uno de sus
padres es una clausula unitaria (con un sélo literal).

Una estrategia de resolucién unitaria es una aplicacion del algoritmo de resolucion en la
cual todos los resolventes son unitarios.

Ejemplo 44: Sea C = {pvq,—pvr,—gvr,—r}. A continuacién se aplicara la estrategia
de resolucién unitaria, para ello, se seleccionan siempre dos clausulas resolubles tales que
una de ellas tenga un literal.

1.- pvyg 7-q R,(L5)
2.-—pvr 8-p R,(16)
3-—qvr 9-7  R,(3,7)
4-—r 10.- O R, (6,7)
5--p R (2,4)
6.- =g R (3,4)

Obsérvese que los resolventes generados son un subconjunto de los que se podrian generar
mediante la resolucion sin restricciones. Por ejemplo, las clausulas 1 y 2 podrian

haberse seleccionado para obtener gvr. Sin embargo ni esa clausula ni sus descendientes
podran ser generados porque ninguna de las clausulas que la generan es unitaria.
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Los procedimientos de resolucién basados en resoluciéon unitaria son sencillos de
implementar y, normalmente, bastante eficientes. Obsérvese que si una clausula es resuelta
con una cldusula unitaria, su resolvente tiene menos literales que la clausula original. De esa
forma los procedimientos siguen una busqueda directa hacia la clausula vacia ganando en
eficiencia.

Desafortunadamente, los procedimientos de inferencia basados en resolucién unitaria no
son, en general, completos. Por ejemplo, el conjunto
C= {p V¢, pVvqg,pNvV—g,—pVv —|q} es insatisfacible, sin embargo, la resolucion unitaria
no encontrara la clausula vacia porque ninguna de las clausulas es unitaria.

Por otro lado, restringiendo el formato de clausulas a clausulas Horn (clausulas con un
literal positivo como maximo) se puede demostrar que si un conjunto de clausulas Horn es
insatisfacible, entonces se llegara a la clausula vacia aplicando la estrategia de resolucion
unitaria.

Resolucion de Entrada

Definicion 51: Un resolvente de entrada es un resolvente en el cual al menos uno de sus
padres es una clausula del conjunto original de entrada.

Una estrategia de resolucion de entrada es una aplicacion del algoritmo de resolucion en
la cual todos los resolventes son de entrada.

Ejemplo 45: Sea C = {pvg,—pvr,—gvr,—r}. A continuacién se aplicara la estrategia
de resolucién de entrada, para ello, se seleccionan siempre dos clausulas resolubles tales
que una de ellas pertenezca al conjunto inicial de clausulas:

1.- pvyg 7--p R (2,4)
2.-—pvr 8.-r R,(2,6)
3-—gvr 9-0 R (4,8)
4.-—r

5-qgvr

R (1,2)

6.- pvr R (1,3)

Se puede demostrar que la resolucién unitaria y la resolucion de entrada tienen el mismo
poder de inferencia en el sentido de que si con una estrategia se puede alcanzar la clausula
vacia, con la otra también.

Una consecuencia de lo anterior es que la resolucion de entrada es completa para clausulas
Horn, pero incompleta en general. Como contraejemplo, se puede tomar el del apartado
anteriof.

Resolucion Lineal

La resolucion lineal (también conocida como resolucion con filtrado de
antepasados) es una generalizacion de la resolucion de entrada en la cual al menos una
de cada par de cldusulas a resolver pertenece al conjunto inicial de entrada o es un
antepasado del otro padre.

_46-




Légica de Predicados R
E.U.LT.LO. 0,

Definicion 52: Sea § un conjunto de clausulas y C un elemento de ese conjunto. Entonces
una derivacion por resolucion lineal de C, desde S con cliusula inicial C es una

secuencia de clausulas de la forma C, =C,C,,---,C, tales que para cada /=0,7,...,n-1:

(1) C,,, es un resolvente de C; (lamada clinsula central) y de otra clausula B, (llamada
clausula lateral), y

(2) Cada B, o pertenece a § (serfa una clausula de entrada) o es un antepasado de
C

it

La resolucién lineal toma su nombre del aspecto lineal que presentan las inferencias
realizadas. Una resolucién lineal comienza con una clausula del conjunto inicial (lamada
clausula cabeza) y produce una cadena lineal de resoluciones como la que se muestra en

la figura para el conjunto de clausulas C = {p Vg, pVvqg,pvV—g,—pVv —|q}. Obsérvese

que cada resolvente, después del primero, se obtiene del resolvente anterior y de alguna
otra clausula del conjunto inicial o de sus antepasados.

pvq V4 pv—q el

La resolucidon lineal evita muchas resoluciones inutiles centrandose en cada paso en los
antepasados de una clausula y en los elementos del conjunto inicial.

Se puede demostrar que la resoluciéon lineal es completa. Ademas, no es necesario probar
con todas las cldusulas del conjunto inicial como clausulas cabeza ya que si un conjunto de
clausulas S es satisfacible y Sulc( es insatisfacible, entonces se encuentra la cldusula vacia
mediante resolucion lineal tomando ¢ como clausula cabeza. Por tanto, si se sabe que un
conjunto de clausulas ' es satisfacible, no es necesario probar con los elementos de § como
clausulas cabeza.

Resolucion Ordenada

La resolucion ordenada o selectiva es una estrategia de resolucion muy restrictiva
en la cual cada clausula se toma como un conjunto de literales ordenados. La resolucién
solo se realiza con el primer literal de cada clausula. Los literales del resolvente
mantienen el orden de las cldusulas padre con los literales del padre positivo (la clausula
que contenia el literal por el que se resuelve afirmado) seguidos de los literales del padre
negativo (la clausula que contenia el literal por el que se resuelve negado).
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Ejemplo 46: Sea C = {p Vg, pVr,mgvr, —|r}. A continuacién se aplicara la estrategia
de resolucién ordenada (se han ordenado los literales de cada clausula por orden
alfabético):

1.- pvg 5-qvr R, (1,2)
2.-—pvr

3 —qvr 6-7 R (3,5

4 — 7.-0 R (4,6)

La clausula 5 es el unico resolvente ordenado entre las clausulas 1 y 4. Las clausulas 1y 3
no resuelven puesto que sus literales complementarios no son los primeros. Por la misma
razén tampoco resuelven las clausulas 2 y 4 ni las clausulas 3 y 4. Una vez generada la
clausula 5, resuelve con la clausula 3 para producir la clausula 6, la cual resuelve con la
clausula 4 para producir la clausula vacia.

La resolucién ordenada es la mas eficiente (en el ejemplo, se obtuvo la clausula vacia en el
tercer paso de resolucién). Desafortunadamente, la resolucion ordenada no es completa.
Sin embargo, se ha demostrado que la resolucién ordenada si es completa para clausulas
Horn.

Tras este breve repaso de las principales estrategias de resolucion, cabe resefar que
los principales sistemas de demostracién automatica utilizan una combinacién de las dos
ultimas estrategias restringidas a conjuntos de clausulas Horn. En particular, los sistemas de
Programacién Logica utilizan la resolucion lineal ordenada conocida como resoluciéon SLD
(Selective Linear resolution for Definite Clauses) que se definira en la siguiente seccion.
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Prueba de Teoremas por Resolucion

Una de las primeras aplicaciones de los ordenadores para la computacion
simbolical? fue la demostracion automatica de teoremas.

Una teoria esta formada por un conjunto de consecuencias logicas (teoremas) que
se siguen a partit de un conjunto inicial de férmulas (axiomas) mediante reglas de
inferencia. L.a axiomatizacién de las teorfas matematicas fue estudiada de forma intensiva
en las décadas que precedieron la apariciéon de los ordenadores. Se consideré que los
ordenadores serfan capaces de tomar como entrada un conjunto de axiomas y una férmula
y chequear si la férmula era consecuencia légica de los axiomas.

El calculo de predicados es el lenguaje formal utilizado universalmente para expresar
las distintas teorias. En 1900, Hilbert consideraba que se podtia llegar a axiomatizar toda la
teorfa matematica, de forma que probar nuevos teoremas serfa una cuestibn mecanizable.

Sin embargo, en 1931, Godel demostré que cualquier sistema suficientemente
general como para contener la teorfa elemental de los nimeros naturales no es completo.
Es decir contiene férmulas cuya validez o insatisfacibilidad no puede ser demostrada.

No existe, por tanto, un procedimiento general para decidir si una férmula es
consecuencia logica de un conjunto de axiomas utilizando el calculo de predicados, de ahi
que no todos los teoremas puedan ser descubiertos. Sin embargo, existen algoritmos de
decision para subconjuntos limitados como el calculo proposicional o teorfas geométricas
sencillas, donde se ha aplicado el ordenador como herramienta capaz de probar nuevos
teoremas.

Ejemplo 47: A continuacién se muestran las clausulas resultantes de una posible
axiomatizacion de la teorfa de numeros naturales con las operaciones suma y producto.
Para ello se wutliza la constante 0, la funciéon s(x)="x+1" y los predicados:
suma(x, y,z) ="z esiguala x+ )" y producto(x,y,z) ="z esiguala x-)"

1.- suma(x,0, x)
2.- —suma(x, y, z) v sumal(x, s(y), s(z)) x+(y+Dh)=(x+y)+1
3.- producto(x,0,0)

4.- —producto(x, y,v) v —suma(x, v, z) v producto(x, s(y), z) x+(y+1)=x*y+x

BBLa computacién simbolica utiliza el ordenador para manipular simbolos, se opone a la
computacion numérica que utiliza el ordenador como maquina de computo de cantidades
numéricas. Un ejemplo caracteristico consistirfa en la diferencia entre el calculo de la
funcion derivada (Ia solucion es una férmula) respecto al calculo de la derivada en un punto
determinado (la solucion es una cantidad)
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A partir de los axiomas anteriores, se podrian intentar demostrar algunos teoremas
sencillos de la teorfa de nimeros. Por ejemplo, para saber si existe un numero X cuyo
producto por si mismo sea igual a uno. Se plantearfa la conclusiéon: su producto se
intentarfa concluir:

Ix(producto(x, x, s(0)))

Para comprobarlo, se afiadirfa la negaciéon de esa conclusion al conjunto de clausulas
y, si al aplicar resolucion se obtiene la clausula vacia, se deduce que existe tal numero.
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